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zum Gebrauche 



der elliptischen Functionen. 



vm Vorwort. 

Werken hervorgegangen sind, hat durch die typographische Ausstattung der 
vorliegenden zweiten Ausgabe einen neuen Beweis ihrer hervorragenden Lei- 
stungsfähigkeit geliefert. 

Gleichzeitig mit dieser Ausgabe der Formelsammlung in deutscher Sprache 
erscheint, in dem Verlage von Gauthier-Villars et Fils, eine von Herrn 
Henri Pade besorgte Ausgabe in französischer Sprache. 

Der ersten Abtheilung beabsichtige ich eine zweite folgen zu lassen, 
sobald meine Berufspflichten es mir gestatten werden, die begonnenen Vor- 
arbeiten zu einer Fortsetzung und Beendigung dieser Sammlung zum Ab- 
schlüsse zu bringen. 



Berün, im Mai 1893. 



H. A. Schwarz. 



Berichtigungen und Zusätze 

zur ersten Ausgabe der 

Formeln und Lehrsätze zum Gebrauche der elliptischen Functionen. 



Seite 13, Zeile 3 von unten, Art. 12 (l.), ist zu lesen 

(1.) piu±v) = ^-^U^^^) = pr + lf (^^^) 

^ ^ * ^ ^ * 2 du \pu— pv/ * ^ 2 öv V pu — pz? / 

Seite 16, Zeile 3 von unten ist zu lesen 

-Cn statt Cn 

Seite 43, Zeile 8 von oben, Art. 35 (4.), ist zu lesen 

^^(0) = 1-2A+2A*— 2Ä»+... 

Seite 58 — 64. 

Wenn die Grössen — --, Jt', r übereinstimmend mit der im Art. 47 

und in den Gleichungen (10 — 17.), (25 — 32.) des Art. 46 angewendeten 
Bezeichnungsweise beziehlich mit 

'^ij '^ti '^t bezeichnet werden, so stehen die 
Grössen ä^, ä,, A, und die Grössen 

zu den Grössen t,, t,, t, in derselben Beziehung, wie die 

Grössen A, / zu der Grösse t. 

Seite 6 1 , Zeile 1 von unten ist zu lesen 

— 7A" + -.- statt -7Ä'+.. • 

Seite 76, Zeile 4 von unten 

Statt t' ist zu lesen t 
Seite 75, Zeile 1 von unten 

Statt t ist za lesen t\ 



X Berichtigungen und Zusätze zur ersten Ausgabe. 

Seite 81, Zeile 13 Yon unten ist zu lesen 
liegenden statt liegende 

Seite 82, Zeile 14 von oben ist zu lesen 

t|I2 + t, t||+ ^ 



1 + 2T > 

Seite 85, Zeile 7 von unten ist hinzuzufügen 

wobei die Summation über alle diejenigen Werthe des Index /i zu 
erstrecken ist , für welche die Grösse r^ der Null nicht congruent ist, 

Seite 90, Zeile 2 von oben, Art 67 (2.) 



(2.) J\x,,y,)+J\x,,y,) = J'(a^.,y.) + i|^. 

X, X, 

Seite 96, Zeile 10 von unten ist zu lesen 

mindestens ein statt ein primitives 
Seite 96, Zeile 7 von unten ist zu lesen 

Ein solches statt Dieses primitive 



Berlin im Mai 1893. 
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Allgemeine Lehrsätze betreffend diejenigen analytischen Functionen, 
welche ein algebraisches Additionstheorem besitzen. 

1. 

Wenn eine analytische Function (f{u) des Argumentes u die Eigenschaft 
besitzt, dass zwischen den zu je drei Werthen des Argumentes 

gehörenden Functionswerthen 

eine algebraische Gleichung besteht, deren Coefficienten von u und v unabhängig 
sind, so sagt man, dass fiir diese Function ein algebraisches Additions- 
theo r e m besteht, oder dass diese Function ein algebraisches Addition^theorem 
besitzt. 

Jede analytische Function ^(w), welche ein algebraisches Additionstheorem 
besitzt, hat die Eigenschaft, dass zwischen der Function und ihrer in Bezug auf 
das Argument u genommenen ersten Ableitung <p'(w) eine algebraische Gleichung 
besteht, deren Coefficienten von dem Argumente u unabhängig sind. 

Der Bereich des Argumentes einer solchen Function kann in jedem Falle 
auf alle endlichen Werthe ausgedehnt werden , ohne dass die Function aufhört, 
den Charakter einer algebraischen Function zu besitzen ; denn jede analytische 
Function ^(w), welche ein algebraisches Additionstheorem besitzt, ist Wurzel 
einer algebraischen Gleichung , deren Coefficienten eindeutige Functionen des 
Argumentes u sind und fiir alle endlichen Werthe desselben den Charakter ra- 
tionaler Functionen besitzen. Es kann also das Argument dieser Functionen 
nur eine im Unendlichen liegende Grenzstelle haben. 

Zum Gebnaehe der elliptlBchen Fanctionen. Zweite Angabe. 1 



2 Allgemeine Lehrsätze. Art. 2. 

Eine analytische Function cp(M), für welche ein algebraisches Additions- 
theorem besteht, ist 

entweder I., eine algebraische Function von m, 

oder II., wenn mit o) eine passend gewählte Constante bezeichnet wird. 



eine algebraische Function der Exponentialfunction 6 ^ , 
oder III., eine algebraische Function einer Function pu = s, welche, wenn 

mit g^ und g^ zwei passend gewählte Constanten bezeichnet wer- 
den, durch die Differentialgleichung 



\dJ ~~ ^" ^»"^ ^8 



f_j = 4s^^g,s-g, 



und die Bedingung p[0) = oo bestimmt werden kann. 
Die beiden ersten Fälle sind als specielle Fälle im dritten enthalten : der 
erste, wenn g^ und g^ einzeln den Werth Null haben, der zweite, wenn 5^'— 27^* 
gleich Null ist. 

2. 

Unter den analytischen Functionen eines Argumentes u , welche ein alge- 
braisches Additionstheorem besitzen, sind diejenigen ausgezeichnet, welche für 
alle endlichen Werthe des Argumentes den Charakter ganzer oder gebrochener 
rationaler Functionen haben , welche daher eindeutige Functionen ihres un- 
beschränkt veränderlichen Argumentes sind. 

Alle eindeutigen analytischen Functionen cp(M), welche ein algebraisches 
Additionstheorem besitzen, haben die Eigenschaft, dass ^{u + v) rational aus- 
drückbar ist durch die Werthe 9 (m), cp(t;) und die Werthe der ersten Ableitungen 

Wenn eine analytische Function <f{u) die Eigenschaft besitzt, dass (f{u+v) 
rational ausdrückbar ist durch ^(w), 9(t?), 9'(w)? 9(^)9 so ist diese Function eine 
eindeutige Function ihres unbeschränkt veränderlichen Argumentes , welche für 
alle endlichen Werthe desselben den Charakter einer ganzen oder gebrochenen 
rationalen Function hat. 

Es gilt auch der Satz : Wenn eine eindeutige analytische Function cp ( w) 
die Eigenschaft hat, dass zwischen der Function und ihrer ersten Ableitung 9(1«) 
eine algebraische Gleichung besteht, deren Coefficienten von dem Argumente 
nicht abhängen, so besitzt diese Function ein algebraisches Additionstheorem. 



Art, 3. Allgemeine Lehrsätze. 3 

Eine eindeutige analytische Function 9(w), welche ein algebraisches 
Additionstheorem besitzt, ist 

entweder I., eine rationale Function von «, 

oder II., eine rationale Function einer Exponentialfunction 6 ^ , 
oder III., eine rationale Function einer Function pu und ihrer ersten Ab- 
leitung pu. 
Die beiden ersten Fälle sind wiederum als specielle Fälle im dritten ent- 
halten. 

3. 
Jede transcendente eindeutige analytische Function , welche ein alge- 
braisches Additionstheorem besitzt, ist nothwendig eine periodische, und zwar 
entweder eine einfach periodische oder eine doppelt periodische 
Function. 

1 . Wenn alle Perioden des Argumentes der Function als positive oder ne- 
gative ganzzahlige Vielfache einer und derselben Periode 2a) dargestellt werden 
können , so heisst die Function einfach periodisch. Die Grösse 2a) heisst 
primitive Periode. 

2. Wenn eine periodische eindeutige analytische Function nicht im er- 
klärten Sinne einfach periodisch ist und wenn dieselbe sich nicht auf eine Con- 
stante reducirt, so ist es auf unendlich mannigfaltige Weise möglich, zwei Pe- 
rioden 2a) und 2a)' des Argumentes der Function derart auszuwählen, dass alle 
übrigen Perioden durch Addition und Subtraction aus diesen beiden zusammen- 
gesetzt werden können. In diesem Falle wird die Function doppelt perio- 
disch genannt und jedes System von zwei Perioden 2a), 2a)', welche die angege- 
bene Eigenschaft haben, heisst ein primitives Periodenpaar. 

Der imaginäre Bestandtheil des aus den zwei Perioden 2a)' und 2a) eines 
primitiven Periodenpaares (2a), 2a)') gebildeten Quotienten — = x ist stets von 
Null verschieden und zwar kann vorausgesetzt werden, ohne dass die Allgemein- 
heit der Untersuchung hierdurch wesentlich beschränkt wird, dass der reelle 
Bestandtheil des Quotienten -^, welcher in der Folge durch Stf-^) bezeichnet 
werden soll, einen positiven Werth Hat. 

Zwei Periodenpaare (2a), 2a)') und (2(5, 2i5') sollen aequivalent genannt 

werden, wenn die Gesammtheit aller derjenigen Grössen, welche durch Addition 

1# 



4 Allgemeine Lehrsätze. Art. 4. 

und Subtraction ganzzahlig aus den Perioden des einen Paares gebildet sind, 
übereinstimmt mit der Gesammtheit aller auf analoge Weise aus den Pe- 
rioden des anderen Paares gebildeten Grossen. 

Damit zwei Periodenpaare (20)520)') und (2d), 2cü') aequivalent seien, ist 
nothwendig und hinreichend, dass zwischen den Perioden beider Paare Glei- 
chungen von der Form 

2tt) = 2pm + 2qm', 2«)'= 2p'm + 2q'm' 

bestehen, in welchen p^ j, p\ q ganze positive oder negative der Bedingung 

• P9!^9P' = ± 1 

genügende Zahlen, einschliesslich der Null, bedeuten. 
Die beiden Grössen 

haben dasselbe Vorzeichen. 

Durch geeignete Bestimmung der Zahlen ^ , q^ p\ q kann stets erreicht 
werden, dass, wenn JR (-^) = « , 31 (^) = /3 gesetzt wird , 

4. 

Der allgemeinste Fall der eindeutigen analytischen Functionen, für welche 
ein algebraisches Additionstheorem besteht, wird gebildet von den eindeutigen 
doppelt periodischen Functionen , welche für alle endlichen Werthe des Argu- 
mentes den Charakter rationaler Functionen besitzen , deren Argument also nur 
e i n e im Unendlichen liegende wesentlich singulare Stelle hat. Diese 
Functionen werden im weiteren Sinne elliptische Functionen genannt. 

Wenn in dem Folgenden von einer elliptischen Function die Rede ist, so 
ist stillschweigend immer eine eindeutige elliptische Function gemeint. 

Ist (2o), 2o)') ein primitives Periodenpaar des Argumentes einer elliptischen 
Function , so sind alle Perioden des Argumentes dieser Function in der Formel 
w = 2{io) + 2fiW enthalten, in welcher jöder der beiden Zahlen ji und ji' alle ganz- 
zahligen positiven und negativen Werthe, Null eingeschlossen, beizulegen sind. 
Der Werth Null wird nur im uneigentlichen Sinne zu den Perioden gerechnet. 



Art. 5. Die Function Gu, 5 

Zwei Werthe des Argumentes heissen congruent oder incongruent, 
jenachdem die Differenz derselben eine Periode ist oder nicht. 

Ein Periodenparallelogramm des Argumentes u einer elliptischen 
Function, für welches (20), 2a)') ein primitives Periodenpaar ist, wird analytisch 
definirt durch die Gesammtheit aller Werthe, welche in der Formel 

enthalten sind, falls jeder der beiden veränderlichen Grössen i, t' alle reellen 
Werthe zwischen und 1 (0 eingeschlossen, 1 ausgeschlossen) beigelegt werden. 

Unter dem Grade einer elliptischen Function versteht man die Zahl, 
welche angibt, wie oft diese Function innerhalb eines Periodenparallelogramms 
unendlich gross wird; hierbei ist jede Stelle, an welcher die Function unendlich 
gross wird, so oft zu zählen, als die Ordnungszahl des Unendlichgrosswerdens an 
dieser Stelle anzeigt. 

Es gibt keine elliptische Function ersten Grades. 

Die Function 6u. 
5. 

Die einfachste analytische Function , welche für alle endlichen Werthe 
des Argumentes u den Charakter einer ganzen Function besitzt und die Eigen- 
schaft hat, für «^ = sowie für alle diesem Werthe congruenten Werthe 
w = 2|ia) + 2(ji'a)' von der ersten Ordnung unendlich klein zu werden, ist die zu dem 
Periodenpaare ( 2a), 2a)') gehörende S i g m afunction S(w [ a), a)') = S«. Diese Func- 
tion wird gegeben durch die Formel 

«+|^ (Hl,j.'=0,±1,±2,±3,...±oo\ 

(1.) Su = un:i-^6~ ''^ «;=2hl«> + 2hlV 

^ ' ( ausgenommen w = J 

in welcher der Grösse w bei der Bildung des unendlichen Productes alle in dem 
Ausdrucke 2jia) + 2fi'a)' enthaltenen Werthe, mit Ausnahme *) des Werthes w = 0, 
beizulegen sind. Hierbei wird, wie stets in dem Folgenden, vorausgesetzt, dass 
der reelle Bestandtheil der Grösse A- einen von Null verschiedenen und zwar 
positiven Werth hat. 



*) An diese Ausnahme wird in den bezüglichen Formeln durch einen dem Product- oder Sommen- 
zeichen folgenden Accent (') erinnert. 



g Die Function Sm. Art. 5. 

Aus der obigen Definition ergibt sich, dass S( — u) = —6{u) ist; die Func- 
tion (du ist daher eine ungrade Function des Argumentes w. 
Es bestehen ferner die Gleichungen 

(2.) S(0) = 0, S'(0) = 1, S"(0) = 0, S"'(0) = 0. 

Die Function 6u ist durch eine nach Potenzen der Grosse u mit ganzzah- 
ligen positiven Exponenten fortschreitende Reihe darstellbar, welche für alle 
endlichen Werthe von u convergent ist. 

Die Coefficienten der einzelnen Glieder dieser Reihe sind ganze Func- 
tionen zweier Grössen g^ und g^^ welche durch die Gleichungen 

(3.) ^.= 2'-3.5.S'-l-, ?.= 2'.5.7.S' ^ 



bestimmt sind. Auch in diesen Gleichungen sind der Grösse w alle in dem Aus- 
drucke 2jiu) + 2 (jiV enthaltenen Werthe, mit Ausnahme des Werthes w = 0^ 
beizulegen. 

Die Grössen g^^ g^ heissen die zu der betrachteten S- Function 

(4.) Sm = S(w|a>,a>0 = (5(u',g^,g^) 

gehörenden Invarianten. 

Wird mit m irgend eine von Null verschiedene reelle oder complexe Grösse 
bezeichnet, so besteht die Gleichung 

(5.) S(Mlu>,a>') = 6(u]g„g,) = wG(-~|-^,^) = ♦wS(-^; m^,, ^V,). 

Für alle endlichen Werthe des Argumentes u und der Invarianten g^ und g^ 
besitzt die Function S ( m ; ^, , ^^J als Function der drei unbeschränkt veränder- 
lichen Grössen w, g^^ g^ betrachtet den Charakter einer ganzen Function. 

Es ergibt sich 

. V ^ ^2**' ffi^^ gW g^g^^^^ 



2*3- 5 2»-3-5.7 2'. 3'- 5 • 7 2^3«. 5*. 7 11 

Die Function S(u; g^^ g^) genügt der partiellen Differentialgleichung 
aus welcher sich, wenn 

-i4m+6n+l 

(8.) <5u = S„,^«„,„(|^.r(2^.)"-(4^ST6i+T)! (tn,n = 0,l,2,3,...cx.) 



Art. 6. 



Die Function Qu, 



gesetzt wird, zur Berechnung der ganzzahligen Coefficienten a„„ die Recursions- 
formel 

16 1 

(9.) a„,„ = 3(m + l)am+i,n-i + -y(n + l)a„_2,n+i--3-(2m + 3n-l)(4m+6n-l)a„-.,,„ 

ergibt. Dem Coefficienten a^^ ist der Werth 1, dagegen denjenigen Coefficienten, 
für welche einer der beiden Indices einen negativen Werth erhält, der Werth 
beizulegen. 

Die Werthe der Coefficienten a„„, für welche die Summe 4m+6n+ 1 die 
Zahl 35 nicht überschreitet, sind in folgender Tabelle enthalten. 



^4m+6n + l 


nt 


1 n 


öhit.n 


u' 
u' 

Uli 



1 

2 

1 





1 


1 


+ 1 
— 1 

-3 

-9 

— 18 


fi" 



3 


2 



-54 
+ 69 


w" 


2 


1 


+ 513 


w" 


4 

1 



2 


+ 321 
+ 4968 


w" 



3 


3 
1 


+ 14904 
+ 33588 


tt" 


2 
5 


2 




+ 257580 
+ 160839 


tt" 


1 

4 


3 

1 


. + 502200 
+ 2808945 



^^4m+6n+l 


m 


n 


Ö^m,» 


tt" 



3 
6 


4 

2 




+ 1506600 

+ 20019960 

+ 1416951 


tt" 


2 

5 


3 

1 


+ 162100440 
-41843142 


tt** 


1 
4 
7 


4 

2 



+ 796330440 
-376375410 
-388946691 


tt" 



3 
6 


5 
3 
1 


+ 2388991320 
-9465715080 
— 6519779667 


u^ 


2 
5 

8 


4 
2 



— 144916218720 

-210469286736 

+ 25514578881 


tt« 


1 
4 
7 


5 
3 
1 


-1289959784640 

—4582619446320 

—485174610648 



Darstellung der Function 6u durch einfach unendliche Producte. 



6. 



Für unendlich grosse Werthe von 91 (A-) ergibt sich 



(1.) 



^« \2u>j 2(0 . 



Qu = e 



w 



sin 



UTZ 

2(ö 



denn es besteht, wenn bei der Bildung der unendlichen Producte 11» der Zahl n 
alle ganzzahligen positiven Werthe beigelegt werden*), die Gleichung 



*) Dieselbe Bedingung gilt für alle im Folgenden vorkommenden Producte n« und Summen 2.» 



3 I>ie Function 6u. Art. 6< 



u 



(^■) "■■© = sr«n.(i-Ä)«-n.(i+i)« 



2nu> 



Mittelst der Function Sinus kann die Function 6u auf verschiedene Weise als 
ein einfach unendliches Product dargestellt werden. 

Zur Abkürzung soll im Folgenden von den Bezeichnungen 

(3-) 2ir = *' « = *; liT = ^' « = Ä 

Gebrauch gemacht werden, wobei festgesetzt wird, dass der Potenz IT für jeden 
Werth des Exponenten m stets der Werth e^^ beigelegt werden soll. In Folge 
der bezüglich des Vorzeichens der Grösse St (-!^) getroffenen Festsetzung ist der 
reelle Bestandtheil der Grösse zizi negativ; der absolute Betrag der Grösse h ist 
also kleiner als 1. 

Unter Benutzung dieser Bezeichnungen ergibt sich 



(4.) 


Qu — 


2u> . 

7Z 




11« 


sin(nT— t;)ic 
sin* 


•sin(nT + 


r)it 




und. 


wenn mit tj 


die Grösse 












(5.) 






-n = 


2(0 1 


6 '^»t sin'nnr ) 






bezeichnet wird, 
















(6.) 




Sm — 


^2riwv 


• — smvicll^l 1- 


sinVir 


)• 




sin*nT7u 





Femer ergeben sich die Gleichungen 

/»? \ fx.s >>2y3«)v" 2a> . |-T sin(wT — t;)7t ^— tmrr sin(»T+t;)it ^rTci 
(7.) (du = 6 ' • — smvTCll ^ ^ — 6 Al^ 1, — ! — i— 6 



it '** sinwTTc " ** srnntTc 



.^v />2r^tt>v' 2a> . i-r 1- 2A'"cos2t;Tr + A** 
(9.) = e .--.sm.:rn„ -p-, 



(10.) 27JÜ) = ir* 



'_s. "■• 



6 ^«(i_Ä'")' 



Art. 7—8. Die Function Sw. 9 

Aenderung des Argumentes der Function Sti um eine Periode. 

7. 

Zwischen 6{u) und 6{u ± 2u)) besteht die Gleichung 

(1.) S(w±2«)) = -6~^'^^''-"'^S(M), aus welcher sich >) = |^ 

ergibt. Bei der Vertauschung des Periodenpaares (2a), 2ü)') mit dem Perioden- 
paar (2a)', — 2a)) bleibt die Function (5u ungeändert und es ergibt sich in Folge 
dessen analog den obigen Gleichungen 

(2.)- S(tt±2co)=-e '' 'S(«), Yj = -gA__Z. 

Für die Aenderung des Argumentes um eine beliebige Periode gilt die 
Gleichung 

oder, wenn pto + jo)' = di. ^tj + jyj' = i] gesetzt wird, 

(4.) S(« + 2a) = +e2^(" + ^^S(u), 

WO das obere oder das untere Vorzeichen gilt, jenachdem die Grösse S(c3) einen 
von Null verschiedenen Werth hat oder gleich Null ist. 

Zwischen den vier Grössen a), u)', >], tj' besteht die Relation 

(5.) Yjo)'— 0)7/ = +Titi, wenn 9fl(-^) einen positiven Werth hat; 

dagegen ist 

(5?) Yjo)'— cor/ = ~T^*> wenn, entgegen der getroffenen Voraussetzung, 

9fl(A) einen negativen Werth hat. 

Die Function ^(w). 

8. 

d S'(u) 

Für die Function -^ log S(w) = ^ ^ welche zur Vereinfachung mit 

^(tt) bezeichnet werden möge, gelten die Gleichungen 

(1.) f(u±2co) =|-'(w)±2r,, f(w±2a>') =f(w)±2V, |(ti± 2Ä) = f (fi)± 2ij. 

Zorn Gebrauche der elliptieclien Fanetioneo. Zweite Aungftbe. 2 



10 Die Function pu. Art. 9. 

Wenn o) + w = co", tj + yj' = rf gesetzt wird, so ergibt sich 

(2.) f (a>) = -n, !'(«>') = V, f («>") = r['. 

Für die Umgebung des Werthes w = gilt die Reihenentwickelung 

(8) öW-^+* 2«. 8. 5** 2*. 5. 7** 2*.8.5«.7** 2*8.5.711'*'"' '' 

während die Ausdrücke 

^ *' ^ ' u '^w\M — fi; w iv*/ \ ausgenommen w = J 

(«•) = ^« + i|««*«l^+2,(cotg^(«-2«.')-t)+S^(cotg^(« + 2««.')+<)j 

für alle endlichen Werthe des Argumentes u Geltung haben. 

Die Function pu. 

9. 
Mit der S i g m a - Function Si* ist die Pe-Function pu = p{u\io, m) 
= ^(w; ^,,^,) durch die Gleichung 

(1.) p» = -^logS« = i ^gj^^ 

verbunden. Es ergibt sich daher p{ — u) =p[u). Ferner bestehen die Gleichungen 

.^. _ 1. . v'/ L L\ ( w^ = 2fi«) + 2|iV \ 

(J.j pu — ^, -rZj^y^^^^y ^,j ^ ausgenommen w = ) 

(s.) =-i+(jLyj ' +y — i — H-V — i 

«. V2«,;jgi„,(^) -ii-n8in''JL(„_2n«.') ^^n 8in«JL(„ + 2«co') 

(5.) p(«|a>,a>') = (f>{u;g„g,) = ^^{^\^^^ = if^(^; »"V., »»V,} 

Für die Umgebung des Werthes « = gilt die Reihenentwickelung 

t6.) j9M — — + # + ^j-^u + 2ry" + 2*-8-5' ^2«-5-711 ^ 



/ 



Art. 9. Die Function ^w. 11 

und zwar besteht, wenn 

1 
(7.) pw = -r + # + c,M* + c,M*H ^-(^xvr *+ • • • 

gesetzt wird und A grösser als 3 ist, die Recursionsformel 

(8.) h = -( 2x+/)(X-3 ySyCrgA-v> (i^ = 2, 3,...(A-2)). 

Die Function ^ti ist eine doppelt periodische Function, für deren Argu- 
ment (2(0, 2(o') ein primitives Periodenpaar ist; dieselbe wird innerhalb jedes Pe- 
riodenparallelogramms nur an der Stelle, welche dem NuUwerthe des Argumentes 
congruent ist, unendlich gross und zwar ist die Ordnungszahl des Unendlich- 
gross Werdens gleich 2. 

Die Function ^ u ist also eine elliptische Function zweiten Grades. In 
der für die Umgebung des Werthes u = geltenden nach Potenzen des Argu- 
mentes fortschreitenden Reihenentwickelung der Function 

(9.) F« = ^ + * + -§«'+-§«*+ •• 

ist -7 das einzige Glied mit negativem Exponenten, während das constante Glied 
dieser Entwickelung den Werth Null hat. 

Durch die angegebenen Eigenschaften ist die Function ^u unzweideutig 
bestimmt. Unter allen doppelt periodischen Functionen überhaupt ist daher 
die Function ^u die möglichst einfache. Die Function ^u ist eine grade Func- 
tion des Argumentes ti. 

Die erste Ableitung ^u der Function ^u ist eine elliptische Function 

dritten Grades , welche nur für die dem Nullwerthe congruenten Werthe des 

Argumentes unendlich gross wird und eine ungrade Function desselben ist. 

Es ergibt sich 
(10.) j^'(-w) = -9». 

(11.) p'w = -22^ ^^^^^3 , (w = 2jia> + 2HLV). 

Aus der letzten Gleichung wird für m = co, co', (o" gefolgert 

(12.) p» = 0, ^'(cd') = 0, p(«)") = 0. 

Für die Umgebung des Werthes w = gilt die Reihenentwickelung 

2* 



12 Die Function ^ou, Art. 10. 

Zwischen der Function pu und ihrer ersten Ableitung pu besteht die 
Gleichung 

(14.) (f'«*)'= 4f>'tt-(7,jj>w--sr,, 

aus welcher sich 

(16.) j/ti = 6p*w-iöf,, p"u = \2fpufpu 

ergibt. Alle Ableitungen der Function pu , deren Ordnungszahl grade ist , sind 
ganze Functionen von pu. 
Die drei Grössen 

(16.) pco = e,, f?a>"= c,, pcD'=e, 

sind von einander verschieden, wenn beide Perioden 20), 2a)' des primitiven 
Periodenpaares endliche Werthe haben, und es ergibt sich 

(17.) (p'm)*= 4(ptt-^;>co)(ji?M-f>a>")(jf?u-pü)') = Hfpu-e;){fpu-e^){^u-e^). 

Es bestehen daher die Gleichungen 

e^+e^+e^= 0, 
(18.) Vs+Vi+^i«. = ~t(«I+«;+^) = -T?t, 

Die Grösse (^,—^3)*(^3— ej*(^j—ej*= ^(<7|—275f*) möge mit 6r bezeichnet 
werden. 

10. 
Für den besonderen Fall, in welchem der reelle Bestandtheil der Grösse ^ 



u>t 



unendlich gross wird, während 2a) einen endlichen von Null verschiedenen Werth 
hat, werden die beiden Grössen e^ und e^ einander gleich. Unter dieser Voraus- 
setzung ergeben sich folgende Gleichungen : 

ß 2(0 ® 2(0 3 \2(o/ ' ' 6 ' 7c 2(0 



1 



Art. 11 — 12. Additionstheorem der Frmction pu. 13 

Wenn endlich sowohl 2 a), als auch 2(d' unendlich grosse Werthe annimmt, 
während lim9(l{A) von Null verschieden ist, so werden alle drei Grossen f^, e^^ e^ 
einander gleich und es ergibt sich 

1 r' 1 

(4.) pM = ^, -|(w) = — , 6u = w; e,= e,= e,= 0, g,= 0, g,= 0. 



Additionstheorem der Function ^(w). 

11. 

Zwischen der Function ^u und der Function Sw besteht die Gleichung 

(1-) P«-«'" = 5'uqK ■ 

Aus derselben ergibt sich durch logarithmische Differentiation 

(2.) ^{u + v)+^{u-v)-2^(u) = tl_ 

(3.) |(« + «)-f{«-f)-2f(r) = -:^^ 



(pu — pv 



Folglich besteht das Additionstheorem 



(4-) 



(5.) 



^{u-v) = S'(M)-|:(t;)+i-^^?i±i^. 
6 ^ ^ 6 ^ ' 6 ^ ^ 2 pu — pv 



Additionstheorem der Function pu. 

12. 
Durch Differentiation ergibt sich aus dem Additionstheorem der Function 
-|-(tt) das Additionstheorem der Function pu 

(1.) p(w±t?) = P^ — -7r-r-\- — ^ — = P^T-^-r-\- — =^=-^— - 



(2.) = pu + 



pu — pvj " • 2 cv \pu--pv 

2(pu-'pvy 
{Qp^v - 1^,) (pu - $j t?) + 4p' V - g, pt; — jy, qp p'u pv 



(3.) = Pt;+ ^, ,, 

^ ' ^ ^ 2(pt4-pt;)' 



14 



AdditionBtheorem der Fanction pu. 



Art. 12. 



(4.) 



(5.) 



fpiu±v) = 



___ 2(^JUfft;— ;^J(pu + pt;)— g,q:p^upV 



2(f>M — pr)* 



1 



^m:^^^ 



4 L ^w— jjv , 



-$^« — F^- 



(6.) 



Aus diesen Formeln erhält man die folgenden : 



jp(tt±t7) 



(7.) gj>(u + t?) + g?(w-r) = 



(8.) 



_ 2(g?upt;-|gJ(pm-pt;)-g, 



2FW-^log(pM-jj?t;) = 2pt; 



ö* 



öv 



^log(i^M-pt;), 



'.- _'. 



(9.) p(M + t;)-f>(M-t;) = - ,f"^\ = - 



d* 



ipu — ^v)* 



dudv 



logiiju-pv), 



(10.) 



0(u + v)-plu — v) = -^-5 — » — Z_«-^LLi^»^ — -—^, 






(12.) 



(13.) 



(F(w)+p(v) + p(W + t?)) = -^ = --7 ( ^^ / T- h 



(14.) 



1 
1 

1 



pu pu 

pv pv 

(u + v) —p'iu + v) 



= 0. 



Durch Integration ergibt sich aus der letzten der vorstehenden Formehi 



(16.) 



f(2«) 



^"6 ^"^ + ¥7«' -WtT 



— F«. 



6 (2m) = S*«-^?^ = 2Stt(S'u)*-3S'ttS'M6"tt + (3»ttS"'«. 



äu 



Art. 13. Elliptische Fanctionen beliebigen Grades. 25 



Darstellung einer elliptischen Function beliebigen Grades 
durch die Functionen 5(w|a),a)') und ^(w|a),a)'). 

13. 

Wenn ^(m) eine elliptische Function r*^ Grades, (2a>, 2cd') ein Perioden- 
paar des Argumentes derselben und S {u) die zu diesem Periodenpaare gehörende 
Function S(ti|a), w) bezeichnet, so ist es stets möglich, 2r + 1 Grössen 

derart zu bestimmen, dass die Gleichung besteht 

(1.) «(u) = g S(^-^,)g(t^"^.)-g(^^"»^J. 

^ ' ^^^ S(tt-t;J5(u-t;,)...6(tt-t;J 

Zwischen den Grössen w, , m, , • • • m^ ; ^j ? v, ? • • v^ findet hierbei die Be- 
ziehung statt. 

Dieser Satz lässt sich folgendermassen umkehren. 

Wenn die Grössen m^ , m^ , • • • ti^ ; ^^^v^^-'-v^ die Gleichung ( 2 . ) befriedigen 
und wenn keine der Differenzen 

<*i-«V {^ = /*> A, /i = 1,2,8, ...r) 

der Null congruent ist , so ist die durch die Gleichung ( 1 . ) bestimmte Function 
cp(w) eine zu dem Periodenpaare (2a), 2a)') gehörende elliptische Function r*~ 
Grades. 

Wenn von den r Grössen w, , w,, • • • w,, beziehungsweise v^, t?,? • • t;^9 keine 
zwei einander congruent sind, so sind alle Wurzeln der Gleichung cp(tt) = 0, be- 
ziehungsweise cp(w) = oo, einfache Wurzeln. Sind hingegen einige der Grössen 
tt, , ti, , • • tt^ , oder einige der Grössen f?^ v^^'-v^^ einander congruent, so sind die 
entsprechenden Wurzeln der Gleichung 9 (m) = , beziehungsweise cp [u) = c», 
mehrfache Wurzeln. 
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Elliptische Functionen beliebigen Grades. 



Art. 14, 



14. 



Wenn 



«o»«*i» w«» •••«'. 



( n + 1 ) von einander unabhängige und unbeschränkt veränderliche Grössen be- 
zeichnen, so ist die Function 



(1.) 



?(«o>«nW„ •••!*,) = 



1 
1 
1 






P'(t*o) 



1 pK) p'M 



F^-"(t*o) 



&'-'' M 



in Bezug auf jedes ihrer Argumente eine elliptische Function (n+l)**" Grades. 

Als Function" von u betrachtet wird dieselbe nur an der Stelle w = und den 



congruenten Stellen unendlich gross, dagegen für 



Wo= w,,w„ •-•"., -{u,+ u,+ '"+uJ 



und die congruenten Stellen unendlich klein. 

Es möge vorausgesetzt werden, dass von den Grössen 

keine der Null congruent ist, femer dass von den Grössen 



«*!,«,, -w. 



keine zwei einander congruent sind. 
Es ergibt sich zunächst 

wo der Factor C^ nur von den Grössen w,, «,, • • w,, abhängt. 
Zur Bestimmung dieses Factors dient die Gleichung 



CL= (-irn! 



?K,w„---uJ 



6(u,+w,+ --- + wJS(uJ6(w,)---5(mJ 



W^nn nun vorausgesetzt wird, dass keine der Summen 



B 



Art. 14. Elliptische Functionen beliebigen Grades. 17 

der Null congruent ist, so ergibt sich durch wiederholte Anwendung der ange- 
gebenen Formel 

(A<ft, A,^ = 0,l,2,...n). 

Die Geltung dieser Formel ist, wie sich aus Stetigkeitsbetrachtungen er- 
gibt, nur an die Bedingung geknüpft, dass keine der Grössen W;^ (A = 0, 1, 2, ••- n) 
der Null congruent i^t. 

•Für die im Art. 13 betrachtete elliptische Function (f{u) ergibt sich hier- 
nach die Darstellung 

wo der Factor C nur von den Grössen tt^, w,, ••• w^; v^, v,, ••• v, abhängt. Hier- 
bei ist vorausgesetzt, dass von diesen 2r Grössen keine der Null congruent ist 
und dass keine zwei derselben einander congruent sind. Es bietet keine Schwie- 
rigkeit, aus dieser Formel durch einen angemessenen Grenzübergang andere 
Formeln herzuleiten , welche sich auf die angegebenen Ausnahmefalle beziehen. 

Es gelten überhaupt folgende Sätze : 

Jede (eindeutige) elliptische Function <p{u), deren Argument die Perioden 
2a), 2tt)' besitzt, ist rational ausdrückbar durch die zu dem Periodenpaare (2(0, 2a)') 
gehörende Function p{u\iiy^w) = pu und deren in Bezug auf die Grösse u ge- 
nommene erste Ableitung p'u. Umgekehrt sind diese Functionen pu und p'u 
durch die Function ff{u) und deren erste Ableitung ^'{u) rational ausdrückbar, 
wenn (2a), 2a)') ein primitives Periodenpaar des Argumentes der Function 
^{u) ist. 

Wenn die betrachtete Function <p(tt) eine grade Function ihres Argu- 
mentes ist , so ist dieselbe eine rationale Function von pu ; wenn die Function 
^(w) dagegen eine ungrade Function ihres Argumentes ist, so ist ^^ eine ra- 
tionale Function von pu. 

Wenn die betrachtete Function <p(w) nur für u = und die congruenten 
Werthe unendlich gross wird, so ist dieselbe eine ganze Function von pu 
und p'u. 

Zun Gebrraebe der elliptischen Fnnctionen. Zweite Aufgabe. 3 
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Elliptische Functionen beliebigen Grades. 



Art 15. 



Die Function lij^j . 

S**(m) 

15. 

Unter der Voraussetzung, dass n grösser als 1 ist, ergibt sich für den 
Grenzfall 



«,= «,= u, = ... = U,= V, 



wenn 



(1.) 



<p(«) = (-!)• 



S"(« — » ) S(tt + n») 
5"+'(tt)S"(t>)S(nv) ' 



P.(») = 



P"v 



p"v 



lit. 



p<— >» 



» V 



p'^v 



p'^% 



p(i«-*)„ 



gesetzt wird , 



(2-) 



P.(t»).<p(u) = 



n! 



— pv g> tt — pv 
f'v p"v 



,(«-!) 



V 



p^^v 






p"*-»>t7 



Wird nun beiderseits nach Potenzen der Grösse w — v entwickelt, so folgt 
aus der Vergleichung der Coefficienten der mit {u—v)* multiplicirten Glieder 



(8.) 



6((n + l)v) _ 
6(ni7)S»"+'(t;) "" 



1 P.^t(t^) 
wln! ' P.(t;) 



Andererseits ergibt sich, wenn die Grösse c^ durch die Gleichung 



(4.) 



^(-) = (ii2iW^^ 



definirt wird , 



(5.) 



5{{n + l)v) _ 



nlnl 



'•¥1 ^w\-\ 



P^.(«) 



P.(f) 



Für jeden hier in Betracht kommenden Werth von n hat demnach der 



Quotient ^^^ den Werth 1 . 
Für n = 2 ergibt sich 



S(2v) = — c,|J?'t;- S*(t7); 






in Folge der Gleichung (16.) des Art. 12 ist also c,= 1. 



Art 15. Elliptische Functionen beliebigen Grades. 19 

Mithin ist auch c^ = 1 und es besteht daher , wenn u statt v eingeführt 
wird 5 die Gleichung 



(6.) 



6{nu) (— 1) 



»— 1 



6-(tt) (l!2!8!---(n— 1)!) 









p^'^-'^u 


p^^'u • 


. j^«»-8)^ 



Den Gleichungen (14.) und (15.) des Art. 9 zufolge sind sämmtliche Ablei- 
tungen der Function pu als ganze Functionen der Grössen pu^ pu, \g^^ g^ mit 
ganzzahligen Zahlencoefficienten darstellbar. Die Determinante 'PJ.u)^ durch 
welche die Function JnnT\ ausgedrückt ist, ist daher ebenfalls eine ganze Func- 
tion dieser Grössen. 

Wenn nun n u n s: r a d e ist , so ist -^^ eine grade Function des Argu- 
mentes II, es ist daher -^^p^ eine ganze Function der Grössen pu^ |^,, g^] wenn 
dagegen n g r a d e ist , so ist >-i^— \- eine ungrade Function des Argumentes u 
und es ist -^7- -^4^ eine ganze Function der Grössen pu^ \g^, g^. 

Es besteht daher für alle ungraden Werthe von n eine Gleichung von 
der Form 

. . 5{nu) 1 p. i . 

^^•^ 6-(tt) ~ (l!2!8!...(w-l)!r ^^**' »■^•' ^»^(h«^i) ' 

und für alle g r a d e n Werthe von n eine Gleichung von der Form 

6(nu) — p'ti p . i_ V 

<^-) -&^ - (l!2!3!...(n-l)!)* ^^^**' «^«'H(n«-4) ' 

In diesen Gleichungen bezeichnet G(^w, -J^,, g^)^ eine ganze Function der 
drei Grössen pu, y^,» 9$ ^^ ganzzahligen Zahlencoefficienten und der Index JY 
den Grad dieser Function in Bezug auf das Argument pu. 

Da 

<9-) di?^°8 ©y- = »'(P«-P(««)), 

SO können die angegebenen Gleichungen dazu benutzt werden, um p{nu) rational 
durch pu auszudrücken. 



20 Elliptische Functionen beliebigen Grades. Art. 16^ 



Darstellung einer elliptischen Function beliebigen Grades 
durch die Function ^{u) und deren Ableitungen. 

Integration einer elliptischen Function beliebigen Grades. 

16. 
Aus der Gesammtheit derjenigen Werthe des Argumentes w, für welche 
eine elliptische Function r^ Grades 

^^'' ^^^ ~ S(tt-t;J6(M-t;,)..-6(w-i;,) 

< 
unendlich gross wird, sei ein vollständiges System einander nicht congruenter 

Werthe 

herausgehoben und es sei für ft = 1, 2, • • • m 

die Summe aller Glieder mit negativem Exponenten , welche in der für die 
Umgebung des Werthes v^ geltenden nach Potenzen der Grösse u—v^ fortschrei- 
tenden Reihenentwickelung der Function cp(M) enthalten sind. 
Unter diesen Voraussetzungen bestehen die Gleichungen 

(2.) r,+ r,+ ''' + r^= r, C,+ C,+ '" + C^= 0, 

(3.) <f{u) = Co+S,C,f (ti-t;,) +S,S,^ q?)^ |(u-t;,), 

(A = l,2,...(jj,-1); (1 = 1,2,- -m). 

Die Constante C^ kann bestimmt werden , wenn der Werth der Function 
^{u) für einen nicht singulären, d.h. keinem der Werthe t;^ v,, ••• v^ congruen- 
ten Werth des Argumentes u bekannt ist , oder wenn in der für die Umgebung 
irgend eines der Werthe v^ geltenden nach Potenzen von u — v^ fortschreitenden 
Reihenent Wickelung der Function ^{u) ausser den Gliedern mit negativem 
Exponenten noch das constante Glied gegeben ist. 



Art. 17—18. 



Die Functionen S^M, 6,«, 6,u. 



17. 



21 



Aus dem in dem vorhergehenden Art. enthaltenen Ausdrucke für die 
Function cp [u) ergibt sich für die zu derselben gehörende Integralfunction, wenn 
mit C[ die Constante der Integration bezeichnet wird, folgender Ausdruck : 

(A = 2,8,...(r^-l); ^ = 1,2,. .m). 

In der zweiten Zeile der vorstehenden Formel ist p^^\u — v^) = p(^u—v^), 
^"Xu — v^) = ^-ri^(w— t?^) zu setzen. Uebrigens ist hierbei zu bemerken, dass 
den zu Grunde gelegten Voraussetzungen zufolge alle in dieser Zeile enthaltenen 
Glieder der Integralfunction fortfallen, wenn jede der Zahlen ^j? r,, ••• r den 
Werth 1 hat. 



Die Functionen S^w, S^w, S,w. 



18. 



Durch die Gleichungen 



(1.) 



SjW = 



S,w = 



Sjtt = 



e ' (5(u)+tt) 

6(0 
6u>" 

— Tl'tt 

e ^ 6K+tt) 

6(ü' 



e* ö({ü— tt) /- / I i\ 



6u> 



Tj"U 



= ob^ ^ S,(M|a>,CD), 



rfu 



= Sco^ = S,(w|c«>,a)) 



werden drei Functionen S^w, S,tt, S,w als eindeutige Functionen der unbe- 
schränkt veränderlichen complexen Grösse u erklärt. Für alle endlichen Werthe 
des Argumentes u besitzen dieselben den Charakter ganzer Functionen. 

Jede der drei Functionen 6^u, S,m, 6ju ist eine grade Function des Ar- 
gumentes u. Dem Werthe u = entspricht der Functionswerth 1 . 

Wenn in der Formel (l.) des Art. 11 für t? beziehlich die Werthe co, co", w 
gesetzt werden, so ergeben sich die Gleichungen 



(2.) 



/s,t*V /ö,tt\« /s,f*v 
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Die Functionen G^u, 6,u, Qju. 



Art. 18. 



aus welchen hervorgeht, dass jede der drei Differenzen pu—ex ( A = l, 2, 3 ) das 
Quadrat einer eindeutigen Function des Argumentes u ist. 

Es bestehen die Gleichungen 



(8.) 



u = 



-2^^^!^, 6(2u) = 26u6,u6,u6,u. 



(5u6uQu 



Bezeichnen A, ft, v die drei Zahlen 1, 2, 3 in irgend einer Reihenfolge, so 
gilt die Reihenentwickelung 



(4.) 



Die Grösse g^ hat zufolge Art. 9 (18.) den Werth 



(5.) 



Für die Vermehrung des Argumentes um eine ganze Periode gelten die 
Formeln 



(6.) 



6(u+2u)) 
0,(t* + 2a>) 
5,(u+2ü>) 
6,(u+2ü)) 



27i(tt+u») 
— € ö,t« 

2T)(U+Ü») 



6(u+2ü)") 
0j(u+2u)") 
(5,(«+2ci)") 
S,(tt+2u)") 



2r/'(u+«ü")_ 

2T)"(ti + a,") 
+ c 6,tt 



6(t«+2ü>') 
6j(i*+2ü>') 
6,(u+2u>') 
5,(tt+2tt)') 



2V(u+fo'K 



Diese Formeln sind specielle Fälle der folgenden, in welchen jp, q irgend 
welche ganze positive oder negative Zahlen, einschliesslich der Null , bedeuten : 

2Ä = 2p(ü + 2qtü\ 2% = 2pT| + 2qr^\ 

S(u + 2«>) = (-l)^«-»-^-^V^^"-^^^Su, 

(7.) s.(u + 2co)= (-1^-^^ e^^(^-^"^s,u, 

6,(m + 2cü) = (— 1) 6 Gjtt. 

Für jeden von Null verschiedenen Werth der Grosse m und für jeden der 
drei Werthe des Index A gilt die Gleichung 



(8.) 



0,(u|a), o)') = Sjf— 1 — ,— I 



Alt 19. Die Fimctionen S^m, S,ti, S,m. 23 



\ 



19. 
Es bezeichne jetzt 

eine halbe Periode, mit anderen Worten, es werde vorausgesetzt, dass die beiden 
ganzen Zahlen j> und q nicht beide zugleich grade sind. 

Wird entsprechend der im Art. 7 erklärten Bezeichnungsweise 

Tj =i>7]+3V = f(«>) 
gesetzt, so stimmt die Function 

•—'ThU Till 

e 6(0)+« ) e 6(it}—u) 

6ü> (5(ü 

mit der Function 6jU überein, wobei der Index A den Werth 1, 2 oder 3 hat, 
jenachdem p& gleich e^^, e^ oder e^ ist. 
£s ist nun 

pÄ = Cj , also A = 1 , wenn i? = 1 , 3 = (mod. 2); 
(1.) pco = Cj, also A = 2, wenn i>=l, gsl (mod. 2); 

pü> = e^f also A = 3, wemi i) = 0, q=l (mod. 2). 

Unter der Voraussetzung, dass der Werth von A den vorstehenden Bedin- 
gungen gemäss bestimmt wird, bestehen die Gleichungen : 

(2.) P^ = e^j 

(8.) '""1:*" - %=^ = «.". 

Wird in den Ausdrücken für p{u±v) der Grösse v der Werth ä beigelegt, 
so ergibt sich 

/ _l_^v (^l"~^u)(^ — ^•) 



24 



Die Functionen S,«, 5,u, S,«. 



Art. 20—21. 



20* 



Für den ersten im Art. 1 betrachteten Grenzfall 01 i^) = oo erhält man 



(1.) 






Wenn aber sowohl 2a), als auch 2a)' unendlich gross wird, während 
lim 9t (^) einen von Null verschiedenen Werth hat, so ist 



cot 
(2.) 

ZU setzen. 



G^u = S,w = 6,tt = 1 



21. 



Durch die Gleichungen 



(1.) 



Vp^e, = ^, \/pu-€, = -^, Vpw-Ca = -I" 



6u 



6u 



sind die Werthe der drei Quadratwurzeln als eindeutige Functionen des Ar- 
gumentes u definirt. 

Wenn dem Argumente u der Reihe nach die Werthe 



cüj = o) , o), = CO + a>' 



ff / 

CO , COj = 0) 



beigelegt werden, so ergeben sich folgende Gleichungen 



(2.) 





6,co 




n"^^ f 

6<o 6ü)" ' 


V^i-^i — 




0ü>" 


— 


(5u> 6ü)" ' 


ye,^e. 




S,(d' 


e 


-''"'s«." 


\/ß.-ß. — 



\Je,-e. 






6 u)' 



6(ü 6ü)' 









— 7) Ü) 

6<o 6ü)' ' 



g' gfO 

g' 6(0 



6ü)'6 



u> 



rr 1 



durch welche die Werthe der sechs Quadratwurzeln in eindeutiger Weise 
bestimmt werden. 

Zwischen diesen Wurzelgrössen bestehen in Folge der Voraussetzung 
JR (-^) > die Beziehungen 



(3.) V«»-e« = -iV'ß,— c,, V^s-^i = -»V«i-«s» Vv-^i = -W«i-^i- 



Art 22. VerwaDdlnngsfonneln ftir die 6 -Functionen. 25 



Verwandlungsfoiineln für die Functionen Qu, 6^u, 6^u, 6^u. 

22. 

Aus den Gleichungen (2.) des Art. 21 ergeben sich für die Grössen 
6ü), So)", So)' folgende Ausdrücke 



. 1 ^n..jr » ^',.j 



<1.) Sa> = -=L-_, 6«,"=-^^^— =, 6«)' = 



Hierbei ist zu bemerken, dass die drei Wurzelgrössen 

V^V-^j V^V^» V^^i-«. 

nur solche Werthe annehmen können, deren Quadrate den durch die Gleichungen 
(2.) des Art. 21 bereits eindeutig bestimmten Grössen 

V^i-^s; V^i-«.7 VCi-ß. 

beziehlich gleich sind. Jede der drei vierten Wurzeln kann demnach nicht 
vier, sondern nur zwei Werthe annehmen ; sobald aber über den Werth einer 
dieser drei Grössen entschieden ist, sind die Werthe der beiden andern ein- 
deutig bestimmt. 

Zur Bestimmung der Werthe der Producte je zweier der drei vierten Wur- 
zeln können auch folgende Gleichungen dienen : 



• 



Der Grösse ^T ist der Werth e^'^ beizulegen. 

Für die Vermehrung und Verminderung des Argumentes der vier S-Func- 
tionen um eine halbe Periode gelten unter der Voraussetzung, dass den zweiten 
und vierten Wurzeln die im Vorhergehenden bestimmten Werthe beigelegt 
werden , die in der Tabelle auf der folgenden Seite enthaltenen Verwandlungs- 
formeln : 

Zum Oebnvdid dtr elliptiBeliai Fimetioiieii. Zweit« Aufgabe. 4 



2g Yerwandlimgsformeln fUr die 6 -Functionen. Art. 22. 



6(tt±ü>) = ±e-^ (5<o6,u =±-;7= _-,, e '^ 'S,« 

(2.) 






S(« ± o") = ± e* 'i"« s«>"S.u = ± .,-yt -- «* '"^" ■ '""^ ö.» 

(8.) 



(4.) 



Art. 23. 



Verwandlungsformeln för die 6 -Quotienten. 
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Verwandlungsformeln für die Quotienten zweier S - Functionen. 



23. 

. Für die Quotienten zweier S- Functionen gelten folgende Verwandlungs- 
formeln : 



5(tt±«)) —1 SjU 



<1.) 



6{u±i3>") 
6,(tt±ü>") 

6,{u ± o)') 



= ± 



Sle,-e^ 



= ± 



6.M 



S,w 



V^,-e. s.« 



-h 



1 6,u 



6(w±o)) 

6,(u± 0)) 

S(w±cü") — i S,w 



6(u±u)7 



= ± 



Vv^ 



6,^ 



6(w±«)) 



63(tt±a)) 



= ± 



6(u±m") _ 



S,(w±ü)") 



= ± 



1 Sjtt 

6j« 



V«.-«« 



5,« 



6(w ± 0)') ^ 1 



S,(u±«)) +^' • 
6.(m ± m") 1 

S,(« ± 0.") 



— + 



6u 
5,« 



Vc,-e, S« 



6,(m±o»') V^i— *8 S,M 



6,(tt ± o)') 



V^ 



S,w 






S8(w±co) 



6u 
6,u 



6^(ti ± 0)'') _ . y/e^— e, 6,e< 



S3(M ± CO") 



Vv^ ^i** 



Sj(w ±0)') _ i S,tt 



S,(tt±co) V^l"~^J 63^ 



S3(tt±C!>) 



S4!^^=±^Vi:^ 



S.(tt ± o)") 



6tt 



S,(«±a>') _ i S,M 



<2.) 



6(u±2tt>;i) 5« 

6u 



<3i(« ± 2a)i) 

6(«±2<i:^.) 
(3i(m ± 2oiy.) 



Si« 



(5,(«±2o>i) 

g^(w ± 20^) _ 
(5,(M±2aij.) ~ 



(3_u 






28 Differentialgleichungen der 6 -Quotienten. Art 24 — 2d. 

Qu 6 u 

Aus diesen Formeln ergibt sich, dass die Functionen g— und -^ ein- 
deutige doppelt periodische Functionen sind, für deren Argument (20)^, 4co^) ein 
primitives Periodenpaar ist. 



Gleichungen zwischen den Quadraten von je drei S- Functionen. 

24. 

Aus den Gleichungen 

^e, = ^ (A = 1,2,3) 

ergeben sich durch Elimination von pu die folgenden Gleichungen zwischen den 
Quadraten von je drei S- Functionen 

SJtt — SJtt + (e,-ß,)S'fi = 0, 
Sl!i-SJ« + (e,-^e,)S'u = 0, 
SJw — ^fi + (ei-e,)S'tt = 0, 



Diflferentialgleichungen der S- Quotienten. 

25. 
Aus der Gleichung 

(1.) Ä>'tt = — 2 -^ -^ -7^ 

^ ' "^ 6u 6u 6u 

ergeben sich für die Functionen 

6u S^w 6iU 

folgende Differentialgleichungen 

'^ dtt (5;t** öz^ Sxtt ' du 6^u ^ * SyW Sytt ' du 6u 6u 6u 



Alt 25. 



Differentialgleichungen der 6 -Quotienten. 



Die Functionen g-^, -q^, -^ genügen hierbei der Bedingung, 
für den Werth « = 

fX. ma JJ (X, »» tri «t tX. »i tXß •£ Ji d ma 
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dass 



01« ' du Si» 



= 1; 



S,« "~ ' 



6 w 



oo. 



,. (5*u d S,« 

lim -^- ^r- -75*— = — 1. 

6Jw au 6 m 



Die angegebenen Differentialgleichungen nehmen in Folge der zwischen 
den Quadraten von je drei 6-Functionen bestehenden Gleichungen (Art. 24) 
folgende Formen an: 



(4.) 



(5.) 



(6.) 






\d s„ui» r (^Mir , , - ffl« 






v"^ J 



[du öTJ - [■^ + ^ ""Jiö'tt +^-1 



Es genügen daher die vier Functionen 



(5u 



Ö^tt 



6,u 



1 



6iw 



für I gesetzt derselben Differentialgleichung 

d%\* 



(S) = (l-(«M-'i)^')(l-<«»-'!t)^*)- 



Zu bemerken sind noch die Gleichungen : 









p'U 



2 fpU — Bi 



du 



^ 1 (<%--Op'^ ^ _ 

2 (fw-O(^-0 






(9.) 






du 6x 



pu-ex 



6^u 



{«5l— ^J^^ ^r = 



SJtt 



(10.) 






^ !'•')= 






9i 



e« 



^-«tt «k-<; 
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Die Jacobischen elliptischen Functionen. 



Art. 26. 



Vergleichung der S- Quotienten mit den Ja co bischen elliptischen 

Functionen. 



26. 



Wenn der Modul k der J a c o b i sehen elliptischen Functionen durch die 
Gleichung 



(1.) 



*• = hi:^ 



c,-e. 



bestimmt wird, so ergeben sich für die S- Quotienten folgende Ausdrücke durch 
die J a c o b i sehen elliptischen Functionen : 



6u 



sinam(V^e,— e,'U, Je) 



cos am (V^j— Cj'tt, Ä;) 



A am(Vej— Cj-tt, h) 



(2.) 



6,ti 

(du ^ 1 



sin coam (V^i"~^a***> *) 



cos coam(^ei— e,»tt, ä) 



6,t* _ 
6,u 



' ' A coam(V^,— Cj-w, A) 



Gm 



6,M 

6ti 



r — - cosam(Vg,-e3'M, A;) 
sinam(V«i — ^8*^> *) 



./- — - A am(Ve,-g,M, A;) 

V l"^ 8 / 

sin am (V^i^^t'**» ^) 



6t« 






sinam(V^i— e,-tt, h) 



^ = . tg am (V^i-c,.«, *) 

ölt* V^i— ^s 

6,M ^ 1 

(dm 



sin coam (V^j—Cj-M, k) 



6jU 



cos am (V^i— Cs***» *) 



coam(\/ei— c,-w, i) = am (JT— Vv~^ ***»*) • 



Der Quadratwurzel \/c, — c, kann hierbei jeder ihrer beiden Werthe beige- 
legt werden, die Entscheidung über den der Quadratwurzel SJe^—e^ beizulegenden 
Werth hängt hingegen von der Uebereinkunft über die Bestimmung der Grösse 
JTab, welche der Definition von co^,m{\Je^—e^u,k) zu Grunde liegt. 



Art. 27. Einführung der Grössen K und Z'. 31 

Die von Jacob i mit K bezeichnete Grösse kann nämlich jeden in dem 
Ausdrucke 



enthaltenen Werth annehmen, wobei p und q beliebige ganze Zahlen bezeichnen. 
Der in den vorstehenden Formeln vorkommenden Wurzelgrösse ^e^ — c, ist nun 
derselbe Werth wie im Art. 21, oder der entgegengesetzte Werth beizulegen, 
jenachdem die Zahl q grade oder ungrade ist. 



Bestimmung eines primitiven Periodenpaares für das Argument der 
Function pu mittelst zweier eindeutig bestimmter Grössen K und IC. 

27. 

Die Wurzeln der Gleichung 4s^—g^s—g^== mögen, — unter der Vor- 
aussetzung , dass gl— 2 lg\ nicht gleich Null ist , — in irgend einer Reihenfolge 
mit ^j , ^, , e^ bezeichnet werden , mit der Bedingung , dass , falls die bei der geo- 
metrischen Darstellung den drei reellen oder complexen Grössen e^^ e^^ e^ ent- 
sprechenden Punkte in gerader Linie liegen, e^ dem mittleren dieser drei 
Punkte entspricht. 

Unter dieser Bedingung sind die Grössen 

(1.) -^^^^ = *% ^^^^ = *'• 

so beschaffen , dass keine von beiden einen reellen negativen Werth hat und 
dass auch keine von beiden einen reellen positiven Werth hat, welcher grösser 
als 1 oder gleich 1 ist. 

Mit k und k' sollen diejenigen Werthe der Quadratwurzeln aus -^^ und 

^^^^ bezeichnet werden, deren reelle Bestand theile positiv sind. Es hat dann 

auch der reelle Bestandtheil des Quotienten y einen positiven Werth. 
Die Grössen K und K' sollen die Werthe der bestimmten Integrale 

(^\ K= T ^^ K' = T ^^ 

bezeichnen, vorausgesetzt, dass die Integration auf directemWege ausge- 



32 EmfÜhrung der Grössen K und K'. Art. 27. 

fahrt*) und den Quadratwurzeln diejenigen Werthe beigelegt werden, deren 
reelle Bestandtheile positiv sind. 

Werden nun zwei Grössen w^ und «d, durch die Gleichungen 

(8.) cDj = 77=^, CO, 



bestimmt, in welchen der Werth von Vv"^ beliebig fixirt ist, so ist (2a)^,2tt)J 
ein primitives Feriodenpaar des Argumentes der zu den Invarianten ff^ und g^ 
gehörenden Function p{u;g^^g^) und es bestehen, wenn 

gesetzt wird, die Gleichungen 

Die reellen Bestandtheile der beiden Grössen K^ IC und der reelle Bestand- 
theil des Quotienten 

CD, _ JT 
coji K 

haben positive Werthe. 

Wenn die Grösse ^'""^* == J* einen reellen Werth hat, so haben £'und 

JSC' positive Werthe. In diesem Falle ist das Dreieck, dessen Ecken bei der 
geometrischen Darstellung den Grössen 0, 2cOj, 2co^ entsprechen, ein recht- 
winkliges und zwar entspricht dem Werthe der Scheitel des rechten 
Winkels. 

Das erwähnte Dreieck ist jedoch ein spitzwinkliges, wenn die Grösse 
Ä* eine complexe Grösse mit positiv imaginärem Bestandtheile ist ; es ist ein 
stumpfwinkliges, wenn Ä* eine complexe Grösse mit negativ imaginärem 
Bestandtheile ist , und zwar entspricht dem Werthe der Scheitel des stumpfen 
Winkels. In dem letzteren Falle sind die bei der geometrischen Darstellung 
den Grössen 0, 2ü),, — 2a)^ entsprechenden Punkte die Ecken eines spitzwink- 
ligen Dreiecks. 

Das Feriodenparallelogramm , dessen Seiten bei der geometrischen Dar- 
stellung beziehlich den beiden durch die obigen Formeln bestimmten Perioden 



*) An die Bestimmung, dass die Integration auf directem Wege ausgeführt werden solli wird 
in den bezüglichen Formeln durch einen an das Integralzeichen angefügten Accent (JT) erinnert. 



Art. 28. Bestimmung der Wurzelgrössen für ein specielles PeriodenpaÄr. 33 

2 cOj, 2 (D^ entsprechen, ist also entweder ein Rechteck, wenn Ä* einen reellen 
Werth hat, oder es hat, wenn dies nicht der Fall ist, die Eigenschaft, durch seine 
kürzere Diagonale in zwei spitzwinklige Dreiecke zerlegt zu werden. 

Diese Eigenschaft ist für das auf die angegebene Weise bestimmte pri- 
mitive Periodenpaar (20)^,2(0,) charakteristisch, wenn noch die Bedingung hin- 
zugefügt wird, dass po^ = e^^ pm^ = e^ sein und dass der reelle Bestandtheil des 
Quotienten -^ einen positiven Werth haben soll. Denn ausser den beiden 
primitiven Periodenpaaren (2(1)^,20)3), (— 2a)^, — 20)^) gibt es kein anderes diesen 
Periodenpaaren aequivalentes Periodenpaar mit derselben Eigenschaft. 



Bestimmung der in den Verwandlungsformeln der S - Functionen 
vorkommenden Wurzelgrössen für ein specielles Periodenpaar. 

28. 

Unter der Voraussetzung, dass die Perioden 2a), 2a)", 2a)', auf welche sich 
die Formeln des Art. 21 und des Art. 22 beziehen, durch die Gleichungen 

{!.) 2(0 = 2o)j, 2a)" = 2a)j = 20)^ + 20)3, 2a)' = 2(0, 

bestimmt werden, wobei o)^ und to^ die im Art. 27 festgesetzten Werthe haben, 
ergibt sich, dass der im Art. 21 fixirte Werth der Quadratwurzel \/v-^ genau 
übereinstimmt mit demjenigen Werthe dieser Wurzelgrösse , welcher zur Be- 
stimmung der Grössen o)^ und 0)3 angewendet wurde und beliebig gewählt 
werden konnte. 

Zur Bestimmung der Werthe der übrigen in den Gleichungen des Art. 2 1 
und des Art. 22 vorkommenden Wurzelgrössen ergeben sich, unter Beibehaltung 
der im Art. 27 festgestellten Bezeichnungen, die folgenden Gleichungen 

6y 1 6y Vi 





6(0 


-v/^ 






6,0) 
6,0) 






-e.» 


k', 




V«,- 


-«'s — 


k\Je, 


-e,, 


• 


V' 


8,-e, 


»\/c.- 


•«., 


Ve.' 


-«. = 



Wenn der Werth von yje^—e^ = We^— c, beliebig fixirt wird und mit 

Zum Oebnnehe der elliptisehen Fanetionen. Zweite Ausgabe. 5 



34 Einftüirung der Grössen E und E\ Art 29» 

V*» V*' diejenigen Wer the dieser Wurzelgrössen bezeichnet werden, deren reelle 
Bestandtheile positiv sind, so gelten die Gleichungen: 

(3.) \/e,- e, = \lh\/e,-e„ \le-e^ = )JF^e,-e,. 



Bestimmung der Grössen f^(«>J und ^ (<«>,) mittelst zweier 
eindeutig bestimmter Grössen B und B\ 

29. 

Unter Zugrundelegung der im Art, 27 erklärten Bezeichnungen sollen die 
Grossen jB und jB' die Werthe der bestimmten Integrale 

E = I ^ , dt = I ^ dt 

E' = r ^J^ ät = r-j^^:L=ät 



VT^ Jo vr=^ Vi -*'•<' 



bezeichnen, vorausgesetzt*) dass die Integrationen auf directem Wege ausge- 
führt und den Quadratwurzeln diejenigen Werthe beigelegt werden, deren reelle 
Bestandtheile positiv sind. 

Unter dieser Voraussetzung sind die Grössen i^^ = -p.'(o)J, -»j, = -p^(a)J 
durch die Gleichungen 

(2.) 71, = s/7;=^,\e^-^^k\, 7). = -iV^r^ÄJE' + ^iT'j 

bestimmt, aus denen sich 

(3.) E = ,J— K + g,q)x)» -E'= ,/-^ fa + g»o>.) 

ergibt. Zwischen den Grössen «o^, o),, yj^, yj, besteht zufolge Art. 7 (5.) die 
Gleichung 

(4.) TQi«>.— o>iT^» = T^> 

welche der Legendre sehen Eelation EK' + E'K — KK' = 1 ic entspricht. 



*) Vergl. die Anmerkung auf Seite 32. 



Art 80 — 31. Darstellung der Functionen 6^u, 6,u, 63U durch unendliche Producte. 
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Darstellung der Functionen S^ti, S,«, Q^u durch unendliche Producte. 

30. 

Die Function S^w ist ebenso wie die Function Su durch ein zweifach un- 
endliches Froduct darstellbar. 
Wenn nämlich 

(1.) w, = (2|A + l)a) + 2p.V, w, = (2[i+l)o) + (2[i'+l)ü>', w^ = 2|aü> + (2|a'+ l)(i>' 

gesetzt wird und bei der Productbildung jeder der beiden Zahlen [x, \l alle 
ganzzahligen positiven und negativen Werthe, Null eingeschlossen, beigelegt 
werden, so besteht für jeden der drei Werthe von A (A = 1, 2, 3) die Gleichung 



(2.) 



Sjtt = Sj(m I ö> , «»') = e 



_ ^-*^ 






31. 



u 



Die Werthe , welche die Grössen vr~ = ^ t 

2u> 






27]a)t7*, 



^2ifjcüt^ 



annehmen, wenn dem Argumente u der Reihe weh die Werthe 



beigelegt werden, sind zusammengestellt in folgender Tabelle, in welcher 
T = — und Ä = ^ die im Art. 6 erklärte Bedeutung haben. 



u 


1 


W + ü>' 


u + a>" 


t; 


v + \ 


» + |x 


t; + | + T 


(1.) z 


iz 


Ä*<? 


iA^^ 


27]a)i;* 


2T]a)t?*+7jW+yY)a) 


2i()u)t;*+T()'«+YT)'a>'+j'm+tw» 


2Y)ü>t;'+ 7j"tt+| V'«>"+7^+T 'r^+«^ 


^27ja)i;« 


^2T]a)t;'^r^w^iY]ü> 


^2r,cot;'^V^^^iV«>'Äi^ 


^2,«.«-^V'«^ir;V'^^,^ 



Der Wurzelgrösse V^ ist der Werth ^^ beizulegen. 
Mit Benutzung dieser Tabelle ergeben sich aus den im Art. 6 enthaltenen 

5* 



36 Darstellimg der IXmctionen S^m, 6,m, S3M durch nnendliclie Producte. Art. 3L 

Ausdrücken (7.), (8.), (9.) für die Function 6u folgende Ausdrücke der Functionen 
S w, <5jUy (dju durch einfach unendliche Producte : 

,^ , ^ 2riü>t;* TT cos (m—v) ir --vici tt cos (nt + v) tt «ici 

(2.) Qu = e ^ co8t?Tcii — ^ '—e IL — 5^ — ■ — '—e 

y ^ ^ » cosnx^ " cosnTTt 

^2i]u>»' TT 1 4- 2A**cos 2t;it + Ä*" 

(4.) = e ^ co8t«ll„ (^i+h^r 



(5.) S.« = e^'^'^'^n coa((**-i)-^-«')"e-f^n coa((n-|)^+«>)^ «ui 

^ ' ' " C0S(»— Y)TTr •• cos(»--|)T7r 



2To>t;»rr l + Ä«"-'ij?-»rr 1 + A'""'^" 



_ 2r^a>i;" tt 1 + 2A'"-^C08 2vt. + h*^ 



(8.) S.« = g2i>ia>«>'n sm((n-i)T-t>)^ ^-«mjj sin((n-|)T + «,)^ tm 

^ ' * " sm(n— y)"!« » sui{n— j)Tit 



2n«i)«'TT l-h'^'s-'rr l-Ä'^V 



aTiCJDV TT A — '» *» TT 



(10.) = e-^^^"^ n 



2r,mv* n 1 — 2Ä**"*cos 2t7TC + A'-" 



-i\a 



(1-A*"-') 



Durch Entwickelung nach Potenzen der Grösse v und Vergleichung der 
Coefficienten der mit v* multiplicirten Glieder ergeben sich die Gleichungen 

(11.) 2r,«> = -2e.a>' + .'j- + S,-^^-p^), 

(12.) 2i,o = -2e.a.* + ^t'S, ^^^^.._.^. , 

» 

( 13.) 2r,o> = - 2e,a)' - it« S, -^ ^_^..„^. , 

welche der Gleichung (10.) des Art. 6 entsprechen. 



Art. 32. Bestimmung der Wurzelgrössen durch unendliche Producte. 37 



Bestimmung der in den Verwandlungsformeln der 5 -Functionen 
vorkonmienden Wurzelgrössen durch einfach unendliche Producte. 

32. 
Wenn die Grössen J?^ , JT^ , JT^ , H^ durch die Gleichungen 

J3o = (1-A')(1-Ä*)(1-Ä*)..., H, = (1 + Ä')(1 + Ä*)(1+A-)..., 

J3, = (1 + A)(1 + A»)(1 + A»)-.., B, = (1-Ä) (1-A')(1-Ä'^)... 

definirt werden , in welchen die Grösse A die im Art. 6 erklärte Bedeutung hat, 
so ist 

(2.) fl, = H,E,E,E,, E,H,H, = 1, 

und es ergibt sich 

(3.) Sa> = e^ -, Sa)"= 6 ' V* — 7^—^ 5a>' = 6^ l — -^— • 

^ El' r. ^j^\jg. TT 2^i^ 

Die im Art. 21 in eindeutiger Weise bestimmten Wurzelgrössen 

V<?i-«8» V«i-«8; VV-^ 

haben demnach die Werthe 

(4.) Vv=^ = -^'^^'^oS\, v/v=^. = ^J^?^^ Vv^ = ^-s?^*, 

mithin gelten für die in den Verwandlungsformeln des Art. 22 vorkommenden 
Wurzelgrössen y^e,— e,, \/e^—e^j \f^r-^2 ^i^ Gleichungen 

(5.) 

in welchen der Werth von l/— beliebig fixirt werden kann. 
Es ergibt sich also 



3g Uebergang zu dem Periodenpaare (2ä>,2a>'). Art. 33, 



XJebergang von dem primitiven Periodenpaare (2a), 2a)') 
zu einem äquivalenten Periodenpaare (2d),2fi'). 

33. 

Wenn an die Stelle des primitiven Periodenpaares (2a),2tt)'), auf welches 
die in den vorhergehenden Artikeln enthaltenen Formeln sich beziehen, ein dem- 
selben äquivalentes Periodenpaar (2ü), 2ü>') tritt, wo 

(1.) o) = i?co + gco', Ä' = |}'a) + g'o)', l>j'— 2P' = 1 , 

so ist in jenen Formeln an die Stelle von 

tt>, u>, CO = 01 + 0) ^ ^ a>, a> y a> = u) + (i> 

beziehlich 

ZU setzen, wobei ^ = 1>>1 + 2>]', ^' = 1>'ti + 2'>i'. 

Bei dieser Vertauschung bleiben die Invarianten ^,, ^^ und die Functionen 
6ti und j^w in Folge der Gleichungen 

(2.) 5(M|a>,a)') = S(w|c>,o>'), ji>(M|«>, o)') = ^(u|a>,ü>') 

ungeändert. Der Gleichung (17.) des Art. 9 zufolge bleibt mithin bei dieser 
Vertauschung die Gesammtheit der drei Grössen e^, e^^ e,, also wegen der 
Gleichungen (2.) des Art. 18 auch die Gesammtheit der drei Functionen S^m, 
6jti, 6,u ungeändert; dagegen können die In die es der drei Grössen ^^, ^^^ ^ 
und dem entsprechend die Indices der drei Functionen S^m, 6uy (du ihre 
Werthe ändern. 

Aus den in den Artikeln 6, 8, 9, 18, 21, 22, 23, 26, 31, 32 enthaltenen 
Formeln ergibt sich eine Anzahl neuer gleichfalls gültiger Formeln , wenn in 
denselben gleichzeitig die Grössen 



0), 


«", 


t 


1. 


r[', 


-n 


«., 


«t, 


^% 


S,tt 


, S,M, 


SjM 




u 


(i> 


-^— 


2cd' ^ 


a> 



(3.) *' *' * beziehlich durch die Grössen 





0) 




^' 


^ J ^/i» 


% 


S;tW, S^W, 


6^u 


T 


CO 






2«* 7 - «w 

(0 tt> 



Art. 83. 



Uebergang zu dem Periodenpaare (2(0, 2<u'). 
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ersetzt werden, wobei die Grössen z und Tt ihre Bedeutung entsprechend ändern. 
Hierbei sind die Indices X,fi,v, welche den Gleichungen 



(*.) 



CO = e 



i> 



o>" = e 



t1 



«> = ^i 






>4f 



CO = Öy 



gemäss zu bestimmen sind, von den Resten der Zahlen/?, ^^Pt 4 in Bezug auf 
den Modul 2 abhängig. 

Die nachfolgende Tabelle enthält die Werthe dieser Indices für jeden 
der sechs von einander verschiedenen Fälle , welche eintreten können. 

Beste modalo 2 



A I ^ 



(5.) 



I 1 








1 


1 


2 3 


n 1 





1 


1 


1 


3 


2 


in 1 1 


1 





1 


2 


1 


3 


IV 1 


1 


1 





2 


3 1 


V 


1 


1 


1 


3 


1 2 



VI II I 1 I 1 I 



Hiemach bestehen, wenn für X,ii,,v die durch die vorstehende Tabelle 
gegebenen Werthe gesetzt werden, die Gleichungen 



(6.) 



s.(«|5,a') 
s.(«|a,Ä') 



= Si« = 






(3,{m|o>,o>'). 



Unter derselben Voraussetzung ergeben sich durch die Vertauschungen (3.) 
aus den Gleichungen (5.) des vorhergehenden Art. die folgenden Gleichungen, 
in welchen h = e^, x = ^ zu setzen ist, während H ,H,,H,.H. die im vorher- 
gehenden Art. erklärten Functionen der Grösse h bedeuten : 



(7.) 



(8.) 



(9.) 
(10.) 



^y/^^ = 2Ä*sj = 2Ä*n„(i -*«-)». 



2ü 

IC 



Der Wurzelgrösse ^G ist der Werth v'V"^ sf^i—^, \/^—^ia beizulegen. Der 
Werth der Wurzelgrosse V-^ kann beliebig fixirt werden. 



40 Einführung der Thetafunctionen. Art. 84. 

Unter der Voraussetzung, dass die Wurzelgrössen durch die Gleichungen 
(7 — 10.) bestimmt werden, bestehen die Gleichungen 

(11.) ^-^\lG5u = e^^®'''-4-AV-*"')njl-Ä-)(l-A-0(l-A'"-«*), 

(12.) ^^\f^,<3xu = e^^'^"' . Ä*(^ + £r-)IT,(l-Ä-)(l + A-0(l + A-^), 
(13-) \f~-\f^^A» = e^^^*^n„(l-Ä")(l + A«-'£r')(i + A-V), 



(14.) \/~\f^:=^,<3,» = «^^^' n,(i-A-)(i^A-'*-)(i-Ä-v), 

2u> ' ' üi ' 

Die Grösse 2-^ä kann mittelst der Gleichung (10.) des Art. 6 oder der 
Gleichungen (11—13.) des Art. 31 bestimmt werden, nachdem in diesen Glei- 
chungen die angegebenen Vertauschungen (3.) vorgenommen sind. 



Einführung der Thetafunctionen. Ausdruck der vier S- Functionen 

durch die Functionen ^{p\i) und e{u\&^&'). 

34. 
Der Werth des unendlichen Productes 

(1.) F{z) = n^(l-Ä*")(l + Ä*^*^»)(l+Ä'-V) 

kann durch eine nach Potenzen der Grösse z* fortschreitende unendliche Reihe 
dargestellt werden , welche für alle endlichen Werthe der Grösse z , den Werth 
z = ausgenommen, unbedingt convergirt. Für alle Werthe der Grösse Ä, 
deren absoluter Betrag kleiner ist als 1, besteht nämlich die identische 
Gleichung 

(2.) n„(i-&'*)(i+Ä»-'0(i+Ä*-v) = i+Ä(;9'+o+Ä*(i?*+o+Ä'(^+o+-- 

In Folge dieser Umgestaltung des unendlichen Productes in eine unend- 
liche Reihe ergeben sich aus den Gleichungen (11 — 14.) des vorhergehenden 
Art. folgende Darstellungen der vier S - Functionen ; » 



Art. 34. Einfiihrung der ThetaAinctionen. 41 

Sm+l 






1 



^(2m+l)* 8m+l 



Bei der Bildung der vorstehenden unendlichen Summen sind der Zahl m 
alle ganzzahligen positiven und negativen Werthe, einschliesslich der Null, bei- 
zulegen 5 während ss = e zu setzen ist. 

Durch die Gleichungen 

(7.) .4- S^ (- ifA*^'"'^ V"*^' = 2Ä*sin vi: - 2Ä*8in Zvi: + 2#sin 5t;ir = ^,{v) , 

(8.) 2^^i(2«+i)y»»+i ^ 2Ä*cosv7ü + 2Ä*cos8t;7r+2Ä*cos5t;7r + ..- = ^,(t;), 

(9.) S„ Ä"*'/"* = 1 + 2Ä cos 2t;7r + 2Ä* cos 4t;7r + 2A» cos Gütt + • • • = ^3(1;), 

(10.) S^(-irÄ*"V*" = l-2Acos2wr + 2A*cos4t;7r— 2Ä'cos6v7r + ... = ^,(t;) 



(w = 0, ±1, ±2, ... ±00) 



werden die Functionen ^^(v), -^^l^)? ^(^)j ^o(^) definirt, welche, wenn inz = x 
gesetzt wird, bei Anwendung der Bezeichnungsweise, deren sich Jacob i in 
seinen Vorlesungen (Gesammelte Werke, Bd. I S. 501) bedient hat, mit den 

Jacobischen Functionen ^^{00 ^q)^ -^»(^^j?)? -^sl^»?)? -^(«^j?) beziehlich über- 
einstimmen. Die von Jacob i mit q bezeichnete Grösse hat dieselbe Bedeutung, 
wie die im Vorhergehenden mit h bezeichnete Grosse. 

Herr Her mite bezeichnet (Journal de M. Liouville, 2'*' s^rie, tome in, 
p. 26) für f* = 0, 1, V = 0, 1 den Werth der unendlichen Reihe 

(w = 0, ± 1, ±2, ..• ±cx)) 

Zwischen der durch die Gleichungen (7 — 10.) festgesetzten Bezeichnungs- 
weise der vier Thetafunctionen ^(t?) ( p = 1, 2, 3, ) und der von Herrn 

Zun Oebranohe der elliptiachen Functionen. Zweit« AoBgabe. ß 
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Herrn ite angewendeten Bezeichnungsweise besteht daher, wenn © = x gesetzt 
wird, die durch folgende Gleichungen ausgedrückte Beziehung 

Die Functionen ^ (v) sollen im Folgenden, wenn es nöthig ist, eine Angabe 
hinsichtlich des Periodenpaares (2c5,2<5'), auf welches diese Functionen sich 
beziehen, in die Bezeichnung derselben aufzunehmen, mit 

(11.) ^ai^'^i) = -^^(^^l^) (^ = 1,2,3,0) 

bezeichnet werden. Das zweite Argument wird auch Parameter der 5^-Func- 
tion genannt. 

Aus der angegebenen Definition ergibt sich 

(12.) ^.(«lT) + ^o(t'h) = 2^.(2t;|4T), -&s(«'|t)-^o(t^|T) = 2^.(2t;|4t). 

Die vier Functionen ^(t?|T) genügen nebst allen ihren Ableitungen der 
partiellen Diflferentialgleichung 

Werden durch die Gleichungen 



^^ *•* A«2 



^^ '^ ^^ m 

(U.) «^(W) = »,(u|a>,«>') = e^'^'^'' ^,(«^l|')» ^ = 2Ät^ 

für Q = 1, 2, 3, vier in Bezug auf die drei Argumente «, ä, di' homogene Func- 
tionen definirt, so bestehen dem Vorhergehenden zufolge die Gleichungen 






(15.) ^ ^G Qu = e^^^ A (» 1 1) = ®.(« \&,&'), 

(16.) V^^v'v^s,« = e2^^'-3i(t>|T) = e,(u\&,&'), 

(17.) y/M^^^r^s^« = e^^^^M^) = €>.(«|Ä,a'), 

(18.) Vvv'^^ö»" = e^^^'^oCfh) = ®.(«|ffi,Ä'). 



Art. 35. Einige Beihenentwickelniigen. 43 



35. 

Durch Entwickelung nach Potenzen der Grösse v und Vergleichung der 
Anfangsglieder erhält man aus den Gleichungen (15 — 18.) des vorhergehenden 
Art. folgende Ausdrücke für die im Art. 33 (7 — 10.) bestimmten Wurzelgrössen : 

(1.) \/^^G = ^^;(0) = -|A*(l-3Ä- + 5Ä-»-7Ä-+...), 

(2.) \/^\f^^r= ^.m = 2Ä*(l + Ä'-» + Ä»- + Ä-* + •••), 

(3-) ^^\f^r^r = -2^(0) = 1 + 2Ä + 2Ä«+2A' + .-., 

{*.) ^^\f^^^= -^.(0) = 1-2Ä + 2A*-2Ä» + .... 

£s ergibt sich hieraus das System von Gleichungen 
(5.) -&;{0) = «^„(0)^,(0)3,(0), A,*(0) + ^,*(0) = ^/(0), 

(6-) ^=l(^)'(^.*(0)+^(0)). ".^Kil^^-'W-^o^O)), «.= -i(Äyp.*(0)+^*(O)), 

(7.) v/M = 2A* + 2^W + - ^ ^2_(2Ä-|-2Ä. + 2Ä«-H...), 

1 /2Ä 1 + 2Ä + 2Ä* + 2A' H 2 

(8.) V^ = ^ «^^^ ^ ^— = ,. ^,. (l + 2y + 2A" + -), 

v/r _ V^V^ _ Mlll _ 2A* + 2fe* + 2A^+- 
^ ' ^ ~ (^IT^ 3,(0|t) ~ H-2A + 2A»+2Ä'+-' 

/jr; _ V^^P^ ^.(0|t) _ l-2A + 2A*-2y+--- 

* ' ^ ^^[3^ 3i(0|t) 1 + 2A + 2A* + 2A»+-' 

Zwischen der Grösse 

(in 1= ^~^' = V^^-^-C^^^ = 2A + 2A' + -- 3^.(01 4t) 

l + N/F V^^ + V^^ 1 + 2A* + 2A" + ... '^,(0|4t) 

und der Grösse 4t besteht hiemach dieselbe Gleichung, wie zwischen ^ und t. 

6* 
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Verwandlungsfonnelu tüi die -^-Functionen. 



Art. 36. 



(12.) 



Die Gleichung (11.) ist ein specieller Fall der Gleichung 

V'^^ÖuW+v'^^S.« ■^,(2»|4t) ^^1:^+^^:77 S,( 2m 1 5, 4a')' 



welche sich aus den Gleichungen (12.) des vorhergehenden Art. ergibt. 

Durch Entwickelung nach Potenzen der Grösse v und Vergleichung der 
Coefficienten der mit v*, beziehungsweise mit v\ multipUcirten Glieder erhält 
man aus den Gleichungen (15 — 18.) des vorhergehenden Art. folgende den 
Gleichungen (10.) des Art. 6 und (11 — 13.) des Art. 31 analoge Gleichungen: 



(13.) 



(14.) 



(15.) 



(16.) 



2^a = -- 



1 A"'(0) 



6 A'(0) 



2%& = -2i?i5»-^ 



1 ^."(0 



2 ^.(0 
271«. = - 2ej.«, - - -^ 



1 3'7n 
2^0) = — 26^(0 — — 



2 ^0 (0 



6 1-3Ä'»+5A'»- 



= ^2ex&* + 



IT* 1 + a*Ä*» + 5*A»» + 



= -2e>*+47r' 



= -2äc)*-47:" 



1 + 2Ä + 2A* + 2A' + 

A-4A* + 9A' 

1-.2Ä + 2A*-2A' + 



Verwandlungsformeln für die ^-Functionen. 



36. 



Für die Vermehrung des Argumentes v der Functionen ^(v), ^^(f?), -^,(v), 
-S^3(v) um eine der Grössen i? t'C) t + t'^i l?'^? ^ +^j beziehungsweise um die Grösse 
p + qr, wo jp und jf ganze positive oder negative Zahlen bedeuten, gelten folgende 
Formeln : 



^.(f +1) - 


^.(») 


^.(f +i) - 


■&.{f) 


5.(f+l)- 


-A(f) 


^.(f+f)- 


^.(f) 



^.(f+l) = 
^.(f+l) = 
^.(»+1) = 

^.(f+1) = 



-A(») 
— Si(f) 



. 



Art. 37. 



Lineare Transformatioii der Thetaftinctionen. 
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4(f + 

-^.(» + i + 1 
A{» + T + 

■3i(e + T + 



= ir*e-'^'a;{t; 



^ € 



^.{f 






— ih~*e~ 3^{v 






A{v 



■S^.(» + t) = -A" 

^i(» + t) = -A" 

^,(t> + T) = A' 

^.(» + t) = V 



■^,(» + H-t) 



= — A" 
= A' 
-&,(» + ! + t) = — Ä" 



-tvai Q, 

e 3;,{v 



- 2fm 



A(» 



-—Stritt O / 



- 2t?7ri 



■3;(» 



- 2l?7C» 



^,(» + l4-t) = A-'«-'"^^,(t; 






Gmndformeln der linearen Transfonnation der Thetafunctionen. 



37. 



Aus den Gleichungen (2.) und (6.) des Art. 33 ergeben sich in Folge der 
Gleichungen (15 — 18.) des Art. 34 folgende die lineare Transformation der 
^-Functionen betreffende Formeln : 



(1.) 






In diesen Formeln bedeuten a,ß,y die drei Zahlen 2, 3, mit der Bestim- 
mung, dass c = A + l,/J = ft + l,y = v + i (mod. 4). Die Grössen «,,«,,«,, e, be- 
deuten achte Wurzeln der Einheit. 
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Lineare Transformation der Thetafunctionen. 



Art. 37. 



Die einfachsten linearen Transformationen, aus denen alle anderen linearen 
Transformationen f ^/ ^J zusammengesetzt werden können , sind die Transforma- 
tionen \j^A und __i*q|) durch welche die Grösse x in x + l, heziehungsweise in 

Tj = — - übergeführt wird. Für diese speciellen Transformationen gelten fol- 
gende Grundformeln: 



(2.) 



(8.) 



®,(tt I 0), (I)') = i"*®j(w|a>, (o'+o)) 

©,(tt|ü>, 0>') = i"*®,(M I O), (!)'+ O)) 

©.(m I (I), o)') = «^(tt|a),(i)'+cD) 

öj,(tt ( Ü>, 0)') = ®,(w I o>, 0>'+ O)) 






r*-3,(«|T+i) 

r*^.(t;|t + l) 



^.{f 1 1) = 






A(f|t) 
^.(f 1 1) 

^.(f|T) 






.T.TWü' 






Der Quadratwurzel y v^ = y 7 = V— V ist derjenige ihrer beiden Werthe 
beizulegen, dessen reeller Bestandtheil positiv ist. Der Grösse i"* ist der Werth 
e"^^ beizulegen. 

Aus den vorstehenden Formeln erhält man folgende analytische Darstellun- 
gen der vier Functionen ^(v|t): 



(4.) 



-^,(t?|T) = V-v2i^(-i) e' ^ ^ 






( w = 0,±l,±2,---±oo). 



Art. 38. 
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Additionstheoreme der S- und ©-Functionen. 

38. 

Wenn mit w, w^, w^, w, vier beliebige Grössen bezeichnet werden, so ergibt 
sich aus der identischen Gleichung 

durch wiederholte Anwendung der Formel (1.) des Art. 11 die Gleichung 



(1.) 



+ 6(u -f mJ S(u— m,) S(tt3 + u,) 5(W3-Uj) 

+ S(tt + U3)S(u — M3)S(ttj + M,)S(u,-M,) = 0, 



welche für alle Werthe der Grossen w, w^, w,, «3 Geltung hat. 
Durch die Gleichungen 



(2.) 



u + u^ = a, u—u^ = 6, tt. + Ws = <J, w«— **8 = ^> 

ti + w, = a', w— w, = b\ «*3 + f*i = c', «*8""**i = ^'> 

W + M3 = a", tt— M, = 6", t*, + tt, = c", Wj— M, = (f 



werden drei Systeme von je vier Grössen a, 6, c, (f ; a, &', c, d'; d\ ft", c", rf" ein- 
geführt, zwischen welchen folgende Beziehungen bestehen : 



V 

e 

d' 



(3.) 



\(a + h + o + d) 
\(-a + h + c-d) 



n 



a 
b" 
c" 
et' 



\(a + h+c-d) 

i(a-6 + c+rf) 
{(a-b-c-d) 



a" 
b" 
c" 
d" 

a ■■ 
b 
c 
d 



i(o'+6'+c'+d') 

i{a'+b'-e'-d') 

|(a'-6'+c'-d') 

i(-a'+6'+c'-d') 



i(o'+6'+c'-d') 
±(a'+b'-c' + d') 
Ua'-b'+c'+d') 
\(a'-b'-c'-d') 



a 
b 
e 
d 

a' 
V 
e' 
d' 



|(a"+6"+c"+<r) 

|(a"+6"-c"-<r) 

±(a"-b"+(f'-dr) 

\(-a"+b"+d'-df') 



i{a"+b"+d'-dr) 
|(o"+6"-<f+d") 
A(e,"_j"+c"+d") 
i.(o"-6"-cr-cr) 



(8?) 



o» + 6' + c' + d' = o"* + 6'» + c" + d'» = a'" + 6"« + </'* + <?". 



Aus den Gleichungen (3.) ergibt sich, dass jedes einzelne der drei Systeme 
von je vier Grössen a, 5, c, £^; a, 6', c', <f ; a", 6", c", «T als ein System von vier 
unabhängig veränderlichen Grössen betrachtet werden kann. 
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In der Gleichung (1.) mögen nun an die Stelle der Grössen u + ti^ u— u^, 
u +u , tt — Wg der Reihe nach folgende Grössen gesetzt werden : 

[l]a,6,c,d; [2]a + S>,b + &,c,d] [3] a + «>,6 + co", c-Ä',d; [4] a + ü>",6 + «>",c + cü', d-Ä'; 
[5] a + to + 2«ü', 6 + (ü, c + o), d — Ä; [6] a + u>,6 + (ü,c + ü),d — u>, 

wobei ü> , &", ü>' die im Art. 3 3 erklärte Bedeutung haben. Dann ergeben sich 
unter Benutzung der Gleichungen (3.) und der Verwandlungsformeln^er S-Func- 
tionen nach jedesmaliger Abtrennung eines den drei Gliedern der entstandenen 
Gleichung gemeinsamen Exponentialfactors die in der Tabelle [A.] zusammen- 
gestellten Gleichungen. Die Indices A, ft, v bedeuten in irgend einer Reihen- 
folge die Zahlen 1, 2, 3. 

[A.] 

So" 56" Sc" 5(7'= 
Sja"Sj6"5c"5d"= 
Sia"S^6"S/'S(i" = 
(e^-ej SiO"Si6" 5 c" 5 (T = 
(ei-e^) 0,a"S,6"S,c"S,(i" = 
[6] Sitt Sjft 6xc (5id - S,a'Si6'SiC'5id' + (<!,- cj(ci-e^) So" 56" Sc" 5d" = . 

Aus diesen Additionstheoremen der S- Functionen erhält man vermittelst 
der Gleichungen (15 — 18.) des Art. 34 die entsprechenden in der Tabelle [B.] 
zusammengestellten Additionstheoreme der & - Functionen. Die Indices a, ß,y 
bedeuten in irgend einer Reihenfolge die Zahlen 2, 3, 0. 

[B.] 

[1] ®jO®,6®,c®id + ®iO'®i6'e»c'@,d'4-®,o"0,6"eic"®,d"= 

[2] ®„o®„6®.c@,d + ®„o'®„6'®jC'®.d' + ®„o"®„6"®,c"®,(r'= 

[3] ®„o ®^6 ®yC ®,d + ®„a'®^6'®j,c' ®,d' + ®„o"®^6"®yC"®,d" = 

[4] 0^0 ®^6 ®yC e^d— @^a'e^b'&^c'&^d'± ®„o"®„6"®,c"®,d"= 

[5] ®,o ®,6 ®.c ®,d - ®,o' ®,6' ®,c' ®,d' + ®„a" ®„6" ®/'®,d" = 

[6] 0„o ®„6 ®„c 0„d - 0„o'0„6'®„c'®,d' ± @,a"@^b" 0,c"e^ct' = 0. 



[1] 


So 56 5c 5d 


+ 


So' 56' Sc' Sd' 


+ 


[2] 


5;ta5;i6 Sc Sd 


+ 


SiO'Si6'Sc'Sd' 


+ 


[3] 


5ioS^6 5,c Sd 


+ 


SiO'S^6'S,c'5d' 


+ 


[4] 


5^0 5^6 S,cS,d 





S^o'S^6'S,c'S,d' 


+ 


[5] (V 


-eJSioSi6SicS,d + (c,- 


-^)S^o'0^6'5^c'5^d' 


+ 
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* 

In der Gleichung [B. 4] hat 

für (a, ß, y) = (2, 3, 0), (0, 2, 3), (3, 2, 0) das obere Zeichen, 
für (a, ß, y) = (2, 0, 3), (O, 3, 2), (3, 0, 2) das untere Zeichen 
Geltung. In der Gleichung [B. 6] gilt für a = 2 und für a = das obere, für 
« = 3 das untere Zeichen. 

Bei dem Uebergange von den Functionen &{u) zu den Functionen ^{v) er- 
gibt sich aus den Gleichungen der Tabelle [B.] nach Abtrennung eines Expo- 
nentialfactors mit dem Exponenten -^{a^+V+c^+d*) unter Berücksichtigung der 
Gleichungen (3?) ein System ganz analoger auf die Functionen ^{v) sich be- 
ziehender Gleichungen , welche dieselbe Form haben , wie die Gleichungen der 
Tabelle [B.]. 

Die Argumente der in den Gleichungen der Tabelle [A.] auftretenden 
S- Functionen hängen ab von vier von einander unabhängigen veränderlichen 
Grossen. Diese Zahl erniedrigt sich , wenn einem oder zweien der erwähnten 
Argumente der Werth Null beigelegt wird. Aus den auf diese Weise sich er- 
gebenden speciellen Fällen der in der Tabelle [A.] enthaltenen Formeln, in 
welchen die Indices A, ft, v beliebig permutirt werden können, sind die in den 
Tabellen [C] und [D.] zusammengestellten Formeln hergeleitet. Die Argumente 
der hierbei in Betracht kommenden 6 -Functionen sind durch drei von einander 
unabhängige unbeschränkt veränderliche Grössen u^ Vy w ausgedrückt, während 
die Indices X, ii, v in irgend einer Reihenfolge die Zahlen 1, 2, 3 bedeuten. 
Aus [A. 2] sind hergeleitet [C. 1, 16, 19] und [D. 1], 

„ [A. 3] „ „ [C. 7, 8, 13, 14, 17, 18] „ [D. 7, 8], 

„ [A. 4] „ „ [C. 2,5, 6, 9, 10, 11, 12, 15, 20] „ [D. 2, 5, 6, 9], 

. [A. 5] „ „ [C. 4] „ [D. 4], 

„ [A. 6] , „ [C. 3] „ [D.3]. 

Die Substitutionen, durch welche der Uebergang von einer Gleichung der 
Tabelle [A.] zu einer Gleichung der Tabelle [C] oder [D.] vermittelt wird, und 
die eventuell anzuwendende Fermutation der Indices ergeben sich in jedem ein- 
zelnen Falle ohne Schwierigkeit aus der Vergleichung der einander entsprechen- 
den Glieder beider Gleichungen. 

Die rechten Seiten der Gleichungen [C. 7] und [C. 8] enthalten, vom Vor- 
zeichen abgesehen, dieselben Glieder, wie die rechten Seiten der Gleichungen 
[C. 1 3] und [C. 1 4] und wie die rechten Seiten der Gleichungen [C. 1 7] und [C. 1 8]. 

Zum G«brMe]i« der oUiptiflcIioii Fimction«B. Zweite Ai^gab«. 7 
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[1] (3x(w) 6 (u-^v-hw) 6 

[2] {ßr-e^(3x(w) 6 (a+v+w) S 



M— ü) = 5 (a+ tr) S (u) Si (r+u^) Si (») 
M^^) = <5Ju+tP)6Ju)6^{v+w)6^{v) 



[8] 



^(«»)(3i(tt+»+ic)(3j 



[4] k-<jJSi(»)(5i(t«+«+ip)Si 
[5] 6^(w)6i(«+p+«>)0i 



[6] 

[7] 
[8] 

[9] 
[10] 

[11] 
[12] 

[13] 
[14] 



6Ju))6i{u+v+w)&i 



6i (w) (3^(t«+»+io) öl 

5y(to) S (m-H'+«')<Si 
S,(w) S {u+v+w)(5i 



[1 6] (^— <jj S (w) 6i{u+v+to) S 
[16] S(w)Si(M-|-t>+io)S 



[17] 
[18] 



[19] 



6{w)6^(u+v-\-fc)6. 



S(f(;)S(a+t;+u^)S; 



[20] (e,-^S(w)S(tt+t;+w)Sa 



<5i(M+ti;)Si(u) S (v+iv) S (t?) 



u-h;) = 0a(w+ti;)Si(u)Si(f;+f(?)Si(t;)— (€5i— ej(^— «^) 6 (a+w) S (u) S (t;+f<;) S (t?) 



w-t?) = fe— «^ S^(tt+w)(3^(u)S>+ti;)S^(t?) 

th-v) = 6i{u+tp)6x{u)6Jv+w)6^{v) 

u-^) = Si (a+w) S (u) S^(f;+ti?) S^ (v) 
U--I;) = 5{u-{-to)6x{u)(5^{v-{-w)6Jv) 



— (^— €r^) G (a+M?) S (u) S^(t7+w) (3,(i?) 



**-^) = Si(a+ti;)S^(tt)Si(t;+M?)S^(t;) — 

M-e;) = Si(w+ti;)S»S^(t;+f(;)Si(f;) - 

w— <^) = %{U'^to)6x{u)6x{^+^)^ßi^) — 

y*-^) = &i{u-\'W)6(u)6^{v+w)6^{v) + 

w— v) = S(tt+M7)Si(tt)S^(t;+ii;)(5^(i;) + 

tt— t;) = Si(a+M?)S(u)S(t;+ti;)Si(t;) — 

t«— t;) = 6{u-\'tD)6x{u)(5^{v-\'W)&Jv) — 

ti— t;) = S(tt+f(?)Si(u)S((;4-f(?)Si(i;) — 



{e^'-ej} S^iu-hto) S (u) S^(t;+w) S (t;) 
(<>*— ^ S (tt+M^) S^(tt) S (f;+t£7)S^(f;) 
(^— ^ S^(w+ic;) S (u) S (f;+t£7)S^(t;) 
(^/»— ^ S (a+ic?)S^(u) S,(t;+M?) S (») 

S,(tt+«;) S^(u) S (f;+M?)Sx(r) 
S^(tt+w)Sy(tt)Sa(v+tt?) S (r) 

S,(a+w) S^(a)S^(i?+w) (5^(t?) 
S(tt+ti;)Si(u)S;t(f;+w) S (v) 

S^(tt+u;)S^(M)Si(f;+i«;) S (v) 
(5x(u+i€) 6 (tt)S^(f;+w)S,(t;) 

Si(a+w) S (M)Si(t;+w) S (v) 
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Wenn der Grosse w in den Formeln [1—14] der vorstehenden Tabelle der 
Werth Null beigelegt wird , so ergeben sich die in der Tabelle [D.] «zusammen- 
gestellten Formeln. 







[D.] 


[1] 


6(m + 1')6(w— t;) 


&u S^t? — SJu ß^o 


[2] 


(e^— e^)6(tt + t;) 6(u— v) 


G*tt 6\v — GJu S*t; 


[3] 


Qi(u-\-v)(3i(u—v] 


— SJa(5Jt? (^ e^){ej, e^)&u6^v 


W 


k-^^)SA(t* + t;)6i(M v) 


— (h e^)6\u(o\v (^ Oß>S> 


[5] 


(oi(U'\-v)(Si(u—v) 


— S>6Ji; (ei e^,)&u6\v 


[6] 


Si(tt + t;)S2(M— v) 


— ßittG^v— («j^— e^)SJe*G*t; 


[7] 


Sz(tH-t?)S(M— t?" 


1 — SittGwß^vG^t;— G^uSyWÖivGt; 


[8] 


5(tt + t;)0i(tt— v) 


— SiwGu6^t;6,t; + 0^ttS^M0;it;5!; 


[9] 


6^(w + v)S;i(tt— t;) 


= 0aw6^tt0if?S^i; — (c^— ^)6tt6,MSt;S^t;. 



Aus den in der vorstehenden Tabelle enthaltenen Formeln ergeben sich auf 
sehr einfache Weise die für die Quotienten zweier S- Functionen geltenden 
Additionstheoreme. 

Man erhält beispielsweise durch Verbindung von [D. 8] mit [D.3], indem 
der Factor (di[U'-v) bei der Division fortfällt, q(^!^\ rational ausgedruckt durch 



Gm 



%u 



GjA Gv 



S^v 



(3^v 



Andere Ausdrücke für die Grosse q^^^\ erhält man durch Verbindung 
von [D. 8] mit [D.4], [D. 5] und [D. 6], von [D. 8] mit [D. 9] und nachfolgende 
Vertauschung von A und fi, endlich durch Verbindung von [D. 1] und [D. 2] 
mit [D. 7], 

Analogerweise erhält man verschiedene Ausdrücke für die Grösse ^^^ v 
durchVerbindung von [D.9] mit [D.3], [D. 4], [D.5] und [D. 6], oder indem man 
mittelst [D. 7] 6^{u + v)6{u—v) und 6i{u-\-v)6{u'-v) berechnet und aus den er- 
haltenen Grössen den Quotienten bildet, oder endlich, indem man mittelst [D. 9] 
6^{u-\-v)6^{u—v) und S2(w + t?)Sy(w— r) berechnet und aus den erhaltenen Grössen 
den Quotienten bildet. 

7* 
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Die Functionen E{u), Z{u),Q{u), 0{u), H{u), n[u,a) Jacobi's. 

39. 
Die Functionen, welche Jacobi mit B(w), Z(ti), Q(tt), ©(«), H(i«), IZ(w,a) 
bezeichnet hat , sind erklärt durch folgende Gleichungen : 

/u 
A'amwdw, Jacobi' s Gesammelte Werke Bd.I. S. 299. 

(2.) Z(tt) = E(u)--^u, S. 187. 

(3.) Q(«)=e''"' , S.300. 

l'z(u)du /"äi^ |S.198. 

(4.) ©(«) = 0(0)6' , 0(0) = V-^^, js.231. 

, (2«+jr.) • S.224. 

(5.) if(«) = je **■ 0(tt + X't), JS.226. 

/*" sin'amudw 

(6.) iI(M,o) = Ä'sinamacosamoAama/ i_;s..8in«amasm'am« 

., Q(M-a) , „, , „ IS. 197. 

= ^l««ß(^ + ^('')«- is.305. 

Zur Vereinfachung der nachstehenden Formeln, sowie zur Erzielung 
grösserer Uebereinstimmung derselben mit den Formeln des Art. 2 6 empfiehlt 
es sich die. von Jacobi mit w, beziehungsweise mit a, bezeichneten Argumente 
der vorstehend erklärten Functionen mit S/e-e^-u, sfe^-e^-a zu bezeichnen. Es 
ergeben sich dann folgende Gleichungen : 

(7.) BOJ-^^^u) = -^^(f (") + ^i4 

(8.) Z(V^3-) = -^(f W-~4 



i./»-« 



(9.) Q(Vc~6,.tt) = e'^'^(o,u, 



— 2tjcüi;'. 



(10.) 0(Vv^-«) = \|^^f^.e-^''''""^^^ = A.(H^), 

(11.) iJ(ViF^-«) = \/^('Ge-2^''""'6« = A(«h), 

(12.) ir(Vi;=^-«,Vv^-«) = Tiog|^-^"y+s;(«)-"- 
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Hierbei ist Folgendes zu bemerken : 

Bei der Definition der betrachteten sechs Functionen können die von 
J a c o b i mit K^ K' bezeichneten Grossen als bekannt angenommen werden. Der 
reelle Bestandtheil des Quotienten -g^ hat stets einen positiven Werth. Der 
mit V^j— ^3 bezeichneten Grösse kann der eine oder der andere ihrer beiden 
Werthe beigelegt werden. 

Die Grössen o), a>', v, t, A sind durch die Gleichungen 

K , K'i u cu' K'i ^ TTct 

bestimmt Zur Bestimmung der Grössen 

dienen die Gleichungen (1.), (4.), (13.) des Art. 35, in welchen A = 1, ft = 2, 
Ä = o) , -^ = Y] zu setzen ist. 

Nach Potenzen des Moduls k fortschreitende Keihenentwickeliingen 

für die Grössen JT, K\ k. 

40. 

Unter Zugrundelegung der im Art. 27 getroffenen Festsetzungen möge 
jetzt angenommen werden, dass der Modul k dem absoluten Betrage nach 
kleiner ist als 1 . 

Unter dieser Voraussetzung gelten, wenn der Werth der unendlichen Reihe 

(1.) 1 + (!)•*• + (i^)"** + (ÜH)'A* + ••• 

mit Ä bezeichnet und zur Abkürzung von den Bezeichnungen 

« 

(2.) Ä.= (ifJ)*** + (iiH)*** + - 



Gebrauch gemacht wird, die Gleichungen 

(8.) K=\^i:, Z'= Älogiiat(4r')-2[-iijÄ.+ ^ft,+ ^Ä,+ -]. 

Dem natürlichen Logarithmus ist hierbei sein Hauptwerth*) beizulegen. 



*) unter dem Hauptwerthe des natfirlichen Logarithmus einer Grdsse x, welche mit Ausnahme 
der reellen negativen Werthe jeden complezen Werth annehmen bann, wird hier und im Folgenden 
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Weil die Grösse K nicht gleich Null werden kann, da der reelle Bestand- 
theil derselben stets einen positiven Werth hat, so ist auch die Grösse 
-j^J — ^ für alle Werthe von fc, deren absoluter Betrag kleiner ist 
als 1, durch eine nach Potenzen der Grösse Tc mit ganzzahligen positiven Expo- 
nenten fortschreitende Reihenentwickelung darstellbar. Die Coefficienten der 
einzelnen Glieder dieser Potenzreihe sind rationale positive Zahlen. 

Es ergibt sich 

(4.) xrd = -^ = 2lognat(i-*) + |*'+-ä**+^**+... 



Tirt 



In Folge dieser Reihenentwickelung ist auch die Grösse h = e und jede 
Potenz derselben, deren Exponent eine positive Zahl ist, für alle Werthe des 
Moduls kj deren absoluter Betrag nicht grösser ist als 1 , durch eine nach Potenzen 
der Grösse k fortschreitende Reihe darstellbar; die Coefficienten der einzelnen 
Glieder dieser Reihen sind positive Zahlen und die Summe derselben ist für 
jede dieser Reihen gleich 1 . 

Insbesondere ergeben sich folgende Reihenentwickelungen: 

(5.) Ä = ^Ä' + i,** + ^** + :^Ä^ + ..., 

Der Wurzelgrösse V* ist derjenige ihrer beiden Werthe beizulegen , dessen 
reeller Bestandtheil positiv ist. 

Wenn von der Reihe für die Grösse h das Anfangsglied allein , oder nur 
die zwei, drei, vier ersten Glieder in Rechnung gezogen werden, so ist der be- 
gangene Fehler dem absoluten Betrage nach beziehlich kleiner als 

mithin kleiner als 



derjenige Werth des natürlichen Logarithmus der Grösse x verstanden, dessen imaginärer Bestandtheil 
dem ahsolnten Betrage nach kleiner ist als n. 

Unter derselben auf die Veränderlichkeit der Grosse x sich beziehenden Einschränkung soll för 
beliebige Werthe des Exponenten m unter dem Hauptwerthe der Potenz x^ der Werth e**^®'"** 
Terstanden werden, vorausgesetzt dass dem natürlichen Logarithmus sein Hauptwerth beigelegt wird. 
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Entwickelung der Grösse h nach Potenzen der Grösse l. 

41. 

Die in dem Art. 27 enthaltenen Definitionen und Lehrsätze bleiben be- 
stehen, wenn an die Stelle von e^, e^^ e^ beziehlich e^, e^y e^ gesetzt wird, wobei 
die Indices i'tl^,v in irgend einer Reihenfolge die Zahlen 1,2,3 bedeuten. 
Hierbei muss indess die Bedingung aufrecht erhalten bleiben, dass, falls die 
den drei Grossen e^ e^^ e^ bei der geometrischen Darstellung der complexen 
Grössen entsprechenden Punkte in gerader Linie liegen , e^ dem mittleren 
dieser drei Punkte entspricht. 

Für jede unter der angegebenen Bedingung zulässige Permutation der In- 
dices sind daher dem Inhalte des Art. 27 zufolge zwei Grössen Ä, k\ folglich auch 
zwei Grössen -BT, K' eindeutig bestimmt. Aus den letzteren Grössen ergibt sich, 
sobald über den der Quadratwurzel V^— c^ beizulegenden Werth eine Entschei- 
dung getroffen ist, ein bestimmtes primitives Periodenpaar (2(02,2a>,) des 
Argumentes der Function pu^ für welches die Gleichungen 

(1.) jj?(ü>J = ^, f>K + «v) = e^, p(n^) = e^ 

bestehen. Hierbei ist zu bemerken, dass die Gesammtheit der drei Grössen 
0)^^ 0)^ = 0)^-1- (Oy, ü)^ für jede der zulässigen Permutationen der Indices eine 
andere ist 

Nachdem eine bestimmte Permutation l^ ii,v der Indices 1,2,3 ausgewählt 

worden ist, möge ein Werth der Wurzelgrösse \/^—e^ beliebig fixirt und das 

Quadrat desselben mit ^e^—e^ bezeichnet werden. 

Es mögen ferner \f^r-^} \f^r^ diejenigen Werthe dieser Wurzelgrössen 
bezeichnen, welche unter der Voraussetzung, dass den beiden Potenzen mit dem 
Exponenten ^ ihr Hauptwerth beigelegt wird, durch die Gleichungen 

erklärt sind. 

Die Grössen co^ und co^ seien durch die Gleichungen 

(3.) CD^ = . <«. 



bestimmt. 
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Wird hierauf 






U> — (Ox, 










TIT* 



gesetzt, so gelten für die erklärten Wurzelgrössen die Gleichungen des Art. 35. 
Für die in diesen Gleichungen vorkommende Grosse l/— ergibt sich hier- 
bei der Werth -t]= Kl— ^i^d zwar ist der Wurzelgrösse i/— derjenige ihrer 

beiden Werthe beizulegen , dessen reeller Bestandtheil positiv ist. 

Die Grössen ex^, e^, e^ können als veränderlich betrachtet werden, mit 
der Einschränkung, dass keine der beiden Grössen &*, U^ negativ werden darf. 
Wenn nun femer die Veränderlichkeit der Grössen ex^ e^^ e^ vorübergehend in 
der Weise beschränkt wird, dass der absolute Betrag der Grösse &* kleiner 
bleibt als 1, so finden die im vorhergehenden Art. enthaltenen Entwickelungen 
Anwendung. Die rechte Seite der Gleichung (9.) des Art. 35 wird daher, 
wenn man für h die Reihe 

(4.) Ä* = -;V* + 2(|V^)Vl5(|0fc)*+15O(|VÄ)"+... vergl. Art. 40 (6.) 

und für die Potenzen von h die aus dieser Reihe durch Potenzerhebung sich 
ergebenden Reihen setzt, identisch in V^ übergehen. 

Hieraus folgt, dass die der Gleichung (9.) des Art. 35 analoge Gleichung 
(11.) desselben Art. 



l = 



1 4- 2A*+ 2A**+ 



identisch befriedigt wird , wenn für h die Reihe 

(5.) A = i.Z + 2(iZ)»+15(|i)* + 150(|?)"+-- 

gesetzt wird, vorausgesetzt dass diese Reihe convergirt. Diese Folgerung 
ist von der Voraussetzung, dass die Grösse k^ dem absoluten Betrage nach 
kleiner sei als 1, nicht abhängig, denn die Convergenz der Reihe (5.) ist allein 
an die Bedingung geknüpft, dass die Grösse 

(6.) l = V^^-^v"V^|^~^ ^ l-SjV^ 
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dem absoluten Betrage nach den Werth 1 nicht überschreitet. Diese Bedin- 
gung aber ist den getroffenen Festsetzungen zufolge stets erfüllt und zwar 
stimmt der aus den Gleichungen (5.) und (6.) sich ergebende Werth der Grosse 
Ä, wenn die Werthe der Wurzelgrössen in der angegebenen Weise bestimmt 
werden, mit dem Werthe h = e^^ überein. 

Ist die Wahl der Indices l, ii, v so getroffen , dass von den drei Grössen 
ei^e^^ex—e^^ e^^—e^ die erste den grossten, die letzte den kleinsten absoluten 
Betrag hat, so ist die Grosse l dem absoluten Betrage nach nicht grosser als 
tg ^ , also kleiner als j^ , während die Grösse h dem absoluten Betrage nach 

nicht grösser ist als e'^^"". Unter dieser Voraussetzung ist, wenn die drei 
ersten Glieder der nach Potenzen der Grösse l fortschreitenden Reihenent- 
wickelung für die Grösse h in Rechnung gezogen werden, der absolute Betrag 
des begangenen Fehlers kleiner als eine Einheit der dreizehnten Decimalstelle. 

In den meisten Fällen der Anwendung wird es daher, wenn die Indices 
X, II, V passend gewählt sind, ausreichend sein, die zwei oder drei ersten 
Glieder der angegebenen Reihenentwickelung allein zu berücksichtigen. 

Die Reihenentwickelung (5.) kann indess für numerische Rechnungen in 
vielen Fällen auch dann noch mit grossem Nutzen angewendet werden, wenn 
die Grösse l dem absoluten Betrage nach nicht den in jedem einzelnen Falle 
erreichbaren kleinstmöglichen Werth hat. 

Wenn nämlich der absolute Betrag der Grösse l nicht grösser ist als -^, so 
ist der absolute Betrag der Summe aller auf die zwei ersten, beziehungsweise 
auf die drei ersten Glieder der Reihenentwickelung für die Grösse h noch fol- 
genden Glieder bereits kleiner als 

^ P , beziehungsweise ^ P , 

und hieraus folgt die Richtigkeit der vorhergehenden Behauptung. 

Wenn der Werth der Grösse h gefunden ist, so ergibt sich der Werth 
der Grösse i/^- durch die Gleichung (8.) des Art. 35 und der Werth von ö)„ 
mittelst der Gleichung 

(7.) CO, = -^- log nat f yj . 

Dem natürlichen Logarithmus ist sein Hauptwerth beizulegen. 

Zam Oebnvelie der elliptüclieii Fvnetioneii. Zweite Ansg&be. g 
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TJebergang von dem primitiven Periodenpaare (2ü);i,2a),) 

zu dem Periodenpaare (2(d^, — 2ü>;i). 

42. 

Die Entwickelungen des vorhergehenden Art. ergeben sich aus den 
Gleichungen des Art. 3 5 unter der Voraussetzung , dass ä = ü);^ , ä' = co^ gesetzt 
wird. Analoge Entwickelungen ergeben sich mittelst analoger Schlüsse , wenn 
Ä = (Oy, ü)'= — (Oi gesetzt wird. 

Bei dem Uebergange von dem primitiven Periodenpaare (2a)i,2ü)^) zu 
dem primitiven Periodenpaare (2(0^, — 20);^) bleiben nämlich die beiden Inva- 
rianten g^^g^ und die Grösse e^ ungeändert, während an die Stelle der Grössen 

ei, e^, A, *', K, K\ t 

beziehlich die Grössen 

^» > ^A > *'» * > -^'» ^^ "i = — "f"* vergl. Art. 37. 

treten. Diejenigen Grössen, welche bei diesem Uebergange an die Stelle der 
Grössen Ä, Z zu setzen sind, sollen mit Ä', V bezeichnet werden. 

Wenn nun die den Wurzelgrössen V^— ^»i V^^i— ^»? V^^--^^ y^e^—ß^ beizu- 
legenden Werthe in der Weise bestimmt werden, wie im vorhergehenden 
Art. angegeben ist, so können die Wurzelgrössen , welche aus diesen durch die 
Vertauschung von ex und e^ sich ergeben, durch die Gleichungen 

erklärt werden. Der Wurzelgrösse \J^ ist hierbei irgend einer ihrer beiden 
Werthe, aber jedesmal derselbe, beizulegen. 
Es bestehen hiemach die Gleichungen 

welche zur Berechnung der Grösse h' angewendet werden können. Aus der 
Gleichung (8.) des Art. 35 ergibt sich 
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Hierbei ist der Wurzelgrösse l/^^ derjenige ihrer beiden Werthe beizu- 
legen, dessen reeller Bestandtheil positiv ist. 

Die Gleichung (3.) kann zur Berechnung der Grösse co^ angewendet 
werden ; zur Berechnung der Grösse co^ ergibt sich dann die Gleichung 

(4.) «., = |;lognat(],). 

Dem natürlichen Logarithmus ist sein Hauptwerth beizulegen. Die 
beiden Grössen h und h' sind durch die Gleichung 

(5.) log nat h • log nat A' = 7t' 

mit einander verbunden. 

Aus den Gleichungen (1 — 4.) und (13—16.) des Art. 35 erhält man, wenn 
^ (o),) = 7|, gesetzt wird, die folgenden : 

(6.) y/^ ^ = _i_ ^;(o I T,) = ^ Ä'*(l- 3A"'+ 5Ä"»- 7Ä'-*+ ■ • •) , 

(7-) \/^V^^ = -3.(0 |t,) = 2Ä'*(1 + Ä"»+ *'•••+*'»•*+•••), 

(8-) V/-^ V'^^ = ^,(0 I T.) = 1 + 2Ä'+ 2Ä'«+ 2^" + • • . , 

(9.) ^^^f^-Z:^ = ^JO 1 T,) = 1 - 2Ä'+ 2h'*- 2h'*+ . • • , 



(10.) 






(11.) 2,,«., = _2«,.J--^J^ = _2.,»J__^0_ji. 

Aus den Gleichungen (15 — 18.) des Art. 34 ergeben sich in Ueberein- 
stimmung mit den bezüglichen Formeln des Art. 37 folgende Gleichungen: 






8 
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(12.) \/^r<?Stt = e^'i'''"'''*«A(t'|T.) = »®.(«|«., -coj, 

(18.) \J^-^^^Q,u = A"*'''' A(f |T.) = ©„(«!«., -«»i). 

(14.) yJ^^ßipi^Q^u = e^^'"''''' -Sh.(t;|T.) = ®,(«|«.„-«,J, 

(15.) y/J^(/^i:^6^„ = e^-^'^^y ^^(v\x,) = 0.(«| «.„-.„,). 



Uebergang von dem primitiven Periodenpaare (2«)i,2<o,,) 

zu dem Periodenpaare (2«)^,2a),±2ü)i). 

43. 

* 

Bei der Vertauschung der beiden Grössen e^ und e^ gehen die Grössen l 
und h beziehlich in —l und — h über , während die Grösse & = n}^ den Glei- 
chungen (7.) und (8.) des Art. 35 zufolge unverändert bleibt. An die Stelle des 
primitiven Periodenpaares (2a>i,2cOy) tritt hierbei das primitive Periodenpaar 
(2ü);t)2a)y±2tt);i) und zwar gilt das obere oder das untere Zeichen, jenachdem 
die Grösse K* eine complexe Grösse mit positiv oder negativ imaginärem 
Bestandtheile ist. 



Formeln zur Berechnung der Perioden und Ausdrücke der S-Functionen 
durch ^-Reihen für den Fall reeller Werthe der Invarianten. 

44. 

Wenn die Grössen «i, e^j e^ bekannt sind, so sind die in den Artikeln 
34, 35, 41 und 4 2 enthaltenen Formeln ausreichend , sowohl um ein primitives 
Periodenpaar (2cD2,2a),.) des Argumentes der Function ^ und die Grössen 
7j^ = ■|^(ü)^), Yj^ = "5 (tt>y) zu berechnen, als auch um die vier S-Functionen 
durch solche -3^ -Reihen auszudrücken, bei denen die Grösse Ä, beziehungsweise 
die Grösse h\ dem absoluten Betrage nach einen möglichst kleinen Werth hat. 

Zur Erleichterung des Gebrauchs dieser Formeln sollen dieselben für die- 
jenigen Fälle, in welchen die Invarianten ^,,^, reelle Werthe haben, mit den 



Art 45. Specielle Formeln für den Fall reeller Invarianten. Ql 

durch diese Specialisirung herbeigeführten Modificationen in den Artikeln 45 
und 46 nochmals zusammengestellt werden. 



45. 
Haben die beiden Invarianten g^ und g^ reelle Werthe und ist die Discri- 

minante G = ^{gl — ^TgD = (^,—^8)'(^i""^s)'(^i""^«)* ^^^ kubischen Gleichung 
As^—g^s — g^= positiv, so sind alle drei Wurzeln derselben reell. 

Es bezeichne e^ die im algebraischen Sinne gross te Wurzel dieser Glei- 
chung, e^ die mittlere, e^ die kleinste Wurzel derselben. Allen in den 
folgenden Gleichungen vorkommenden Wurzelgrössen ist ihr positiver Werth 
beizulegen. 

Man setze 



'1 *'» 



(2.) T = -- •, h = e , T, = ---^, h, = h = e^ ; t; = -— , v, = 



o)/ - » 1 o>3' * ' 2cü, ' ^ 2ü), 

Die Grössen Wj, ^^, 4^, -^, ä, A^ haben positive Werthe. 

Nach diesen Festsetzungen ergibt sich , wenn A=l,ft = 2,v = 3, 
(ü = (i> , ä>' = u>, gesetzt wird , dem Inhalte der Artikel 34, 35 und 4 1 ent- 
sprechend das System von Gleichungen 

(8.) l = >^Ji=^r~-- , Ä=.i?+2(|Z)'+15U-i)»+l50{|0"+-, 

(4.) v/^> = -.7--- _A,--...-(l+2Ä'+2A"+..), «, = ^lognat(l), 

(5.) 2raa., = _ _^_^.-_^^,_^^j^__- , y,.«,.-o,.t,, = -.m, 

(6.) ^-'^'- \ßP^, = 2Ä^(1 + Ä'+ Ä»+ A"+ • • •) , 

(7.) i/-"' V'V^ = 1 + 2A + 2**+ 2A»+ • • • , 

(8.) l/-J^V'v^«. = l-2/» + 2Ä*-2;i»+.., 
(9.) i/3'"i.^Q = JLAi(i_3A»+5A«_7/i"+...). 
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(10.) 



(11.) 



(12.) 



(18.) 



(14.) 
(15.) 
(16.) 

(17.) 
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\/^^G6u=e^-^^^^''^Av\^), 



Art. 45. 






V = 



u 



2a>j ' 



CD. 



0>. 



AjC^I*^) = 1— 2Äcos2t;7t + 2A*cos4t?ir — 2A*cos6t;7t + ---, 



4- . 



^^(t7|T) = 2Ä*sint;7r— 2A^sin3t;7r + 2Ä* sin5t;ir , 

4- • SS. 
^^(V I t) = 2Ä*C0S VTZ + 2Ä*C0S SVTZ + 2A"* cos ÖÜTT H , 

<^j(i; I t) = 1 + 2A cos 2t;ir + 2A* cos 4ric + 2A' cos öütt h — . 
Wenn e,— c, = e^—e^, also e, = ist, so ist l = - ; ~ , A = e"^. 



Wird dagegen A = 3, ft = 2,v = l, & = a>^^ &' = —w^ gesetzt, so ergibt 
sich entsprechend dem Inhalte des Art. 42 folgendes System von Gleichungen 

(18.) l, = EBl=^%, A. = |/.+ 2(-JZ.)»+15(|U'+150(iZ,)"+-, 

Ve,-e,+Ve,-c, 

(19.) l/^ = -^ - J {l + 2h\ + 2K+:), <o, = ^lognatf^), 



(20.) 



it' 1-8'AJ + 5»A;-7''ä!'+ 



6 1-3AJ + 5äJ-7A;'+-- ' 



i^(i«>j-<»»i1. = T''». 



(21.) 



(22.) 



(28.) 



(24.) 



\/-^^\/e-e, = 2A^(1 + a: + AJ + A|' + ...), 
^:^?-^/jp7, = l + 2Ä,+ 2At + 2Ä; + -.., 

V/-|^V^.^a = l-2A,+ 2At-2Ät + -, 
^-^^G = ™-A*^(1-3A; + 5äJ-7A}'+-) 



Art. 46. 



(25.) 



(26.) 



(27.) 



(28.) 
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\/^-^(öu =|e-'^»"'"'A(v|x.), 
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— 2Ti.o),»? 



t>"'3"l 



■3o(*'l» I T.) , 



^^(^^17,6.« = e-2^'"*'^*^.(t;.i I T.) , 



V. = 



2^' 






(i>. 



CD. 



(29.) -Si(v|T,) = l-Ä.(e»''.^+e-"'.'^) + *}(«*"'''+«-*''''") -ä;U«''''^+ «-»"•") + •••, 

(31.) -?,(^i I T,) = Af>^-i'^+ 6-^'*^) + A?(e*^i^+ ^-^"'>'^) + Af (^5^'i'^+ 6-^^»'^) + -.-, 
(32.) ^,(t;,t|T,) = i + Ä,(£?2^i^+6-«^x^) + Aj(e*^»'^+e-*^^^)+A;(c«^\-+^-«^^^^ 

Wenn e.— e. = e.— e,, also e, = ist, so ist l = ^,- , A. = e"^. 

'*>**' ':> ' "^V^2 + l^ 

Die Grösse e"' = 0,0432139 ist kleiner als ^. 

Wenn g^ positiv , also e^ negativ ist , so empfiehlt sich der Gebrauch der 
Gleichungen (3 — 17.), ist aber ^3 negativ, also e^ positiv, so empfiehlt sich der 
Gebrauch der Gleichungen (18 — 32.), weil in dem ersten Falle h kleiner ist als 
h^ , während im zweiten Falle h^ kleiner ist als A. 



46. 
Haben die beiden Invarianten g^ und g^ reelle Werthe und ist die Discri- 

minante G = ^(^|— 27^J) = (^,— ^8)'(^t^^i)'(^i — ^s)' ^^^ kubischen Gleichung 
4s^'—g^s—g^= negativ, so ist nur eine Wurzel derselben reell, während 
die beiden anderen Wurzeln conjugirte complexe Werthe haben. 

Es bezeichne e^ die reelle Wurzel dieser Gleichung ; die beiden complexen 
Wurzeln derselben seien in der Weise mit e, und e^ bezeichnet, dass die Diflfe- 

IS ' 

renz e^— ^, positiv imaginär ist. 

Es seien p und ^ zwei positive Grössen, für welche die Gleichungen 






(0<:^<:ir) 
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bestehen. Allen in den folgenden Gleichungen vorkommenden Wurzelgrossen 
ist ihr Hauptwerth beizulegen. 
Man setze 

e.— e. ,.. e.— e, e ^ K e^ K 



1 ^z ^'l ZI _i. 



}» = J3_J2., Jfc'« = 



O). = - r^ _- - , (O, 



(2.) -'=^. ^.= 2' *' = * '• "' = -27' ^*-' ' "'»=2^,^ "'=2^/ 

Die Grossen «o,, -?, -^, -^, -^, Ä,, ä, haben positive Werthe. 

t t 1 t 

Nach diesen Festsetzungen ergibt sich, wenn x = 2, ^=l,v = 3, 
«5 = 0), Ä' = «>, = 7 u) + 1 «)', , i = i7,, Ä = t'Äj gesetzt wird, dem Inhalte der 
Artikel 3 4, 3 5 und 4 1 entsprechend das System von Gleichungen 

(8.) Z. = -l-^'~$'^*?- = tg(i^), Ä. = |?.+ 2(ii.r+15(|Z.)»+150(|Z.)"+-, 
(4.) { "^ '^ VV-«.+V«.-«. ^ »' 



(5.) 



(6.) 



(7-) iV'^-lv'v^.+v'v^.) = i+2/»j + 2ä;«+..., 

(8-) ^V^- (v^- «XV^) = 2t(Ä.+Ä;+Ar+-), 

(9.) y/^^^^ =£-AJ(1+3A;-5A:-7ÄJ'+-) 



Art. 46. 
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(10.) 

(11.) 

(12.) 
(18.) 

(14.) 
(15.) 
(16.) 
(17.) 



y^^'i(ir^)S.« = e^^'"''''e-*S.(t;.|i+Tj, 



g2>j.o..t;; , ^^^^^ 



+t.), 



»- = 



u 



2(0, ' 



<i>. 



2(0, 



«"♦"^AKli + t.) 

«"*'^4(f.li + t.) 

IP.KII + t.) + A,(«.ll + ^.)] 

Tp.(f,ll + T.)— ^.(f.li + T.)] 



2Ä* sin «,« + 2Ä* sin 3»,ir — 2ä," sin 5»,it , 

2A*cosf?,7r — 2Äf cosSVjiT— 2Ä* cas5t?,7r + • • • , 
1 + 2ÄJ cos 4f?, TT 4- 27j" cos SVjTT + . . . , 
2i(ÄjCOs2t;,7r + AJcos6t;,7r+--). 



Wenn c, = 0, also ^ = |7r, so ist i, = tg|ir und A, = ^"*^ 
Wird dagegen A = 2, fi = 3, i; = 1, c5 = ü)^', c5' = • 



(O. = ^(O^ — vÜ) 



« ^2 » ^%y 



l = il^j h = ih^ gesetzt, so ergibt sich das System von Gleichungen 



1 V */ 

^^^•^ ^*^ 1{S=TU^' = ^«^^''-'^^' *. = i^.+ 2(j?.)'+15(|U'+150(|U"+-*, 



(19.) 



V/^ = y^r^fe<'+^:+^"+-). -.-^Mi)' 



<i>, 



l«o,-l«o;, 



<". = Y««>i + T«»i> 



(20.) 






1i — T^.— y^j) 



■"l» = 1 ■>}« + 1 ■»li > 



(21.) 



(22.) 



(28.) 



yZ-^-v^iK^ö = 2Ä*(i-Aj-Äj+Äi'+-), 

rV'i^Cv'v^-v'^:^.) = 2»(a.+aj+a;»+...), 



(24.) 



v/^^^ 



_ '"j.i 



(0 
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-aJ(i+8ä|-6a;-7a;'+...). 
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(25.) 



(27.) 



(28.) 



Specielle Fonneln für den Fall reeller Invarianten. 



' '«9 



(26.) ^^(/iKlTejS,, = ' ,"2w3e-^-^^(,^i 



\J ^^jp-e,<o,u = e-'^«"'"- . ^.(Vll + T.), 



y/^^,7=i;s,u = ö-^^«"*«^» . ^o(vll+-.), 



+ ^3), 



Art. 47. 



r. = 






ui 



2ci>; 



' » 



CO. 



2u>; 



(29.) ^^-^'«•^^(r.tll + T,) 



= Äj(6^'>-ß-^.'^) + Ä*(c8^»"-e-8^.^)-Äf(ß*^^.«-c-«^.'^)-..., 



(31.) i[^,(vlT + ^.) + ^o(vlT + ^.)] = l + AJ(e*^«^ + e-*^»'^) + ArU'^-"+^"'"-'^) + -, 

(32.) |[^,(vlT + t3)-^o(vll + t.)] = t[Ä3(e*"»^ + ^-''«'^) + A;(^''-'' + ö"''-^) + -]. 
Wenn 6, = 0, also i}; = |7u, so ist Z3 = tgl^r und ä, ^ ^"^^ 
Die Grösse tgl^r hat den Werth \/2— 1 = 0,4142136, die Grösse 

e-*^ = 0,2078796. 

Wenn g^^ also auch e, positiv ist, so empfiehlt sich der Gebrauch der 
Gleichungen (3 — 17.); ist aber ^3, also auch e^ negativ, so empfiehlt sich der 
Gebrauch der Gleichungen (18 — 32.), weil im ersten Falle die Grösse \ kleiner 
ist als die Grösse h. während im zweiten Falle die Grösse Ä. kleiner ist als die 
Grösse Ä . 

47. 

Unter Beibehaltung der im Art. 45 und im Art. 46 getroffenen Fest- 
setzungen bestehen femer folgende Gleichungen: 



(1.) 



(2.) 



(3.) 



(4.) 



0.(t ">. + «) 






«>, + «) 

0), + «) 












a> 



8 



(l>< 



CO, 



tt> 



8 






CO. 



S(| 



«>, + w) 

CÖj+W) 



T. =: 



2a>, 



a> 



(Art. 45) 



(Art. 45) 



(Art, 46) 



^3 = -2i7-(^''> 
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Berechnung eines zu gegebenen Werthen der Functionen pu und pu 

gehörenden Werthes des Argumentes u. 

48. 

Uebereinstimmend mit den im Art. 4 1 getroffenen Festsetzungen sei 
(2tt);i, 2tt)^) ein bestimmtes primitives Periodenpaar des Argumentes der Function 
pu. Die Wurzelgrössen \/ex—e^, \f^r^ seien ebenso bestimmt, wie im Art. 41, 
die Quadrate derselben mögen mit ^e^ — e^^ V^^—^^ bezeichnet werden. 

Bezeichnet u^ einen der Werthe, welche für u gesetzt die Gleichung 
pu =^ s befriedigen, so sind alle Wurzeln dieser Gleichung in der Formel 

(1.) U = ±Wo+ 2[i.öJ5i+ 2p.'a)y 

enthalten, in welcher [i, \l irgend welche positive oder negative ganze Zahlen 
einschliesslich der Null bedeuten. 

In Folffe der Gleichung -z^ ^TJ^^I = —-^ ffibt es unter diesen Werthen 

der Grösse u stets solche , für welche der reelle Theil des Quotienten 

2^Z^-^ nicht negativ und demnach der absolute Betrag der Grösse 

nicht grösser als 1 ist. 

Nachdem die den Wurzelgrössen V«-«^? ^^-% beizulegenden Werthe der 

Bedingung gemäss gewählt sind, dass der reelle Theil des Quotienten ^J: — t — 2 
nicht negativ ist, setze man 

'**•' «/ — «/ = t, «/ ./-= ^ — «/ ./-=^ — **» 

K= (!)•«*+ (Tf)*2'+(Tiil)'^" + --. 
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Dann ergibt die Gleichung 

(5.) { . VC. . v^,y j^ V/l_|.^l_f*|. 

= |ßolognat(^ + iVl-n + V'l-^MaM^ + |-ßo,/ + -;TV + ---), 

wenn man der Grösse v'l— ^* irgend einen ihrer beiden Werthe und dem natür- 
lichen Logarithmus irgend einen seiner unendlich vielen Werthe beilegt, stets 
einen solchen Werth der Grösse w, für welchen die Gleichung pu=^s erfüllt ist. 

Die Integration kann auf directem Wege ausgeführt und der Quadrat- 
wurzel V^T^Z*6* kann derjenige von ihren beiden Werthen beigelegt werden, 
dessen reeller Theil positiv ist. 

Bezeichnet ^S irgend einen der beiden Werthe der Wurzelgrösse 
^i^—g^s—g^^ so besteht die Gleichung 

(6.); f'w = -S/Si 

wenn bei der Berechnung der Grösse u mittelst der Gleichung (5.) der Wurzel- 
grösse V'l—^ der Werth 



beigelegt wird. Hierbei ist der Wurzelgrösse ^l — lH"^ derjenige ihrer beiden 
Werthe zu geben, dessen reeller Theil positiv ist. 

Bei dieser Bestimmung der Wurzelgrösse ^1— ^* erhält man demnach aus 
der Gleichung (5.) für jedes gegebene Paar zusammengehörender Werthe 
Sj ^ einen Werth des Argumentes «, für welchen pu = s^ pu = —^ ist. 

Durch Einführung der Bezeichnungen 

(8.) &,(t) = t, ®.(0 = ^ + 1^', ®.(0 = t + if + ^f, . . . 

geht die Gleichung (5.) über in die Gleichung 

(9) i ^(V^^^+V^^-^)'-^ = -J-Solognat(^ + tVl^') + 

Gibt man der Grösse s den Werth e^y beziehungsweise den Werth e^^ so 
ergeben sich aus der Gleichung (5.) die folgenden 

f.^. ,, 2goir 2a,ilognat(2;-M -2^(TTgo,i + i Tgo,«+-5Tfio^ + -) ' 

(10.) iüx = . - , (1)^ = jjr=^- iir^ 
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Dem natürlichen Logarithmus ist sein Hauptwerth beizulegen. Anstatt mit 
Hülfe der Gleichungen (3 — 7.) direct einen Werth der Grösse u zu ermitteln, 
welcher zu gegebenen Werthen ^M = Ä, pu = —>JS gehört, kann man auch aus 
diesen letzteren nach Annahme einer beliebig zu wählenden Grösse v mittelst 
des Additionstheorems zunächst die Werthe ^(w-hv) = / und p{u + v) = — ^ 
bestimmen und aus den auf diese "Weise erhaltenen Werthen von p{u + v) und 
p{u-{-v) mittelst der Formeln (3 — 7.) einen der zugehörenden Werthe des Argu- 
mentes u + v berechnen. Durch Subtraction der Grösse v ergibt sich dann einer 
der gesuchten Werthe des Argumentes u. 

Dieses Verfahren kommt besonders für den Fall in Betracht , in welchem 
für die Grösse v der Werth ± a>^ gewählt wird. 

Es folgen hier die für die Annahme v = —a>^ sich ergebenden Formeln. 

Hinsichtlich der Wahl des der Wurzelgrösse ^ex—s beizulegenden Werthes 
wird die Bestimmung getroffen, dass der reelle Theil der Grösse 

(11.) _y^ = i±x 

nicht negativ sein darf. Der Werth der Grösse t' ergibt sich aus der 
Gleichung 

(12.) V^^Z^S^^ = lt\ 



Der Wurzelgrösse \j\—t'* lege man den aus der Gleichung 

(13.) v/rrr=Y^^+V/^^^ '-'''' ^ 



unter der Bedingung dt \Jl—lH'* > sich ergebenden Werth bei . 
Unter diesen Voraussetzungen ergibt die Gleichung 

(14) j -i{\/ex-e, + \/e x-eJ '{U'-i3^,) = 

stets einen derjenigen Werthe der Grösse w, für welche (pu = ä, pu = —^ ist. 
In Bezug auf die Formeln (5.) und (14.) ist Folgendes zu bemerken. 
Die Glieder der nach Potenzen der Grösse t fortschreitenden Reihe 

nehmen in stärkerem Maasse ab, als die Glieder einer geometrischen Reih^ mit 
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dem Quotienten Ti*, wobei der absolute Betrag der Grösse It die Einheit nicht 
überschreitet. Im Allgemeinen wird es sich demnach empfehlen , zur Berech- 
nung eines Werthes des Argumentes u die Gleichung (5.) oder die Gleichung 
(14.) anzuwenden, jenachdem von den beiden Grössen tj ( die erste oder die 
zweite den kleineren absoluten Betrag hat. 

Wenn die Grössen e^^ e^^ e^ bekannt sind, so sind die im Vorhergehenden 
enthaltenen Formeln ausreichend, um alle zu gegebenen Werthen der Functio- 
nen pu und pu gehörenden Werthe des Argumentes u zu berechnen. 

Entsprechend den in den Artikeln 45 und 46 enthaltenen Bestimmungen 
sind für diejenigen Fälle, in welchen die Invarianten g^ und g^ reelle Werthe 
haben, die Permutationen (A, f*, v) = (1, 2, 3), (3, 2,1), (2, 1, 3), (2, 3, 1) in Be- 
tracht zu ziehen. 

Zur Erleichterung für den Gebrauch der vorstehenden Formeln sollen die 
wichtigsten derselben in den beiden folgenden Artikeln unter Voraussetzung 
reeller Werthe der Invarianten für die angegebenen Permutationen specialisirt 
werden. 



Specielle Formeln zur Berechnung eines zu gegebenen Werthen der 

Functionen pu und pu gehörenden Werthes des Argumentes u 

für den Fall reeller Werthe der Invarianten. 

49. 

Unter Beibehaltung der im Art. 45 erklärten Bezeichnungen ergeben sich 
für den Fall reeller Werthe der Invarianten , wenn die Discriminante G einen 
positiven Werth hat, und mit a, ß zwei reelle Grössen bezeichnet werden, dem 
Inhalte des vorhergehenden Art. entsprechend folgende Systeme von Gleichungen, 
in welchen dem natürlichen Logarithmus seilt Hauptwerth beizulegen ist : 





I. X — \, 


ft — 


K 


^H\ri'+{^ri'+{^yi"+-, 




K- 


(T)'^* + G^)'i' + (iÜ^)'i" + -, 


>. 


^0^ — 


{\hyi'+{^yi''+-, 




• 


{^yi"+-, 


1«,, 



V — Z. 



So'^ 



.2 ) 



^ g.ilognat(2r)-ifeg. ..+ii«S,,r!::0, 
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(2.) 



pu = s 






V^ei-e,V/g-e,-V^e.-e,Vg-e, _ 



V'e, - e, V*- e, + C«! - «. V^« - «« 



= i«, 



■^ * ' 2 \/l-iV(«-c,){«-e,) 



(4.) 



(2*) 



(4*) 



M = (l + a) «>, + /?«)„ -I<a51, -1<^^1. 



= s 






(3?) f'« 



tt = (I + «)«).+ (1 + /})«),, -l<a^l, -1</3^1. 



(5.) 



(6.) 



(8.) 



n. 1 = 3, n = 2, V = l. 






i+(i)*^J+(iff)'i;+(i^)'?;'+-, 

(i)'^:+(üJ)'^+(lf|;l)'?;*+-, 

(|if)*«!+(i:ül)'zi*+", 



T"». 



S,iti 



4-u). 

2 l 



gjognat (2Z7' )- (-^fi^-^ S,^ + ••) 



pM = S, 



jrV^^>0 V^e.-e,Vs-e.-V^e.-e,\/i^, _ ^^. ^ 



y/s^. 



V'e.-e.V/s-e, + V^c,-e, V«-«. 



(7.) pu--\jS, »lvi-M.>o, VI-«. 2i v!^^ («-«.)(«-«.) 



= sjognat ( Vrr^ - <.t) + * Vl^ (8.,A + 1 ß,^«! + ff 8.^^ + • ' • ) ; 

« = ao), + (| + /J)(u,, -1<«<1, -1</J<1. 
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(6*) 



(8?) 



u = s 






ht[, 



(7?) f'u = -^s, 3iVi^c>o, vr^ = -%Ä^^%^-y&7^ 



|(v'c,-e, + v'c,-e,)'{tt-«),-io.,) = 
tt = (1 + «)«), + (| + /J)o)„ -l<a^l, -1</J^1. 



50. 

Unter Beibehaltung der im Art. 46 erklärten Bezeichnungen ergeben sich 
für den Fall reeller Werthe der Invarianten, wenn die Discriminante G einen 
negativen Werth hat, und mit a, ß zwei reelle Grössen bezeichnet werden, fol- 
gende Systeme von Gleichungen , in welchen dem natürlichen Logarithmus sein 
Hauptwerth beizulegen ist : 



in. A = 2, fi = l, v = 3. 






'«.» 



i+(i)'?:+(if)'i;+{fi:i)'?i'+ 
(i)*i:+(Ti)'i;+(üHf^j'+ 

/1-8\«78_L / 1-1-5 \17H_L 
/1-8'Ö\S7IS I 



!«>. 



2,1: 



(v'c,-c, + v'e,-e,)" 



T«>i 



_ 28.ÜogDat (2i7' )-2i(-,Vg.,.+^8^.+-) 

(v'ei-e.+v'«.-«i)' 



(2.) f>tt = s 



(4.) 



ta Ve,-e,v/g-e, y/e.-e.Vs-e.-y/e. -e. Vs-e. _ , 






T(v'e.-c, + v'e.-eJ'-(u-i«),) = 
S.» log nat ( V^::^ + tj) + Vl^ {8.,,<, + 1 fi.^<J + f J S„<5 + 



•); 
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(2*) 



j»u = s, 9lV*i— *= 0, 






ilA, 



(8?) p'» = -VS, 3iVl-i.<, >0, Vl-^ - 2(e.-0 Vl^ (««-*)' 



i(v'«.-e.+v'^F^)*'(«-T«>;) = 



(4?) 









IV. 1 = 2, (t = 3, V = 1. 



(6.) Sm = 



(i)'?;+{üf)*?;+(fiif)*^r+-, 

(i:f)*ij+(^)'?i'+", 
(iü:l)T+", 



i< 



2 J 



ß,ic» 






(6.) p« = .. at V^N^ ^o, 



V^e, - e, yg- e, - y^e, -e^SJs- e. _ 



^e, - c, Vs-c» + V'«,-«« V«-«! 



= »•«.<., 



v/^ 



(7.) |,'« = -vs, «vr=ij^=>o. v/i^= V^^^.v^^ ^^1^ (r-..)(.-.,)' 



i(V^e,-e, + V'e,-e,)*- («->;) = 



(8.) 



= S,lognat(yi-?.-<,0 + i\/l^(V. + TßM<I+TFSM<I+-); 



« = aa,,+ (| + /J)u,;, -j. 



« < T> 



-1 </J<l. 



(6*) 



F» = » 






T(v'e.-«,+C^«,-e,)*-(M-7">i) = 

« = (t +«)">.+/»«>;, -i<c^i, -i</j5i. 

Zum GebnaelM der elliptlfolieii Fonetionen. Zweite Augabe. ^ () 
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Einige durch elliptische Functionen vermittelte confonne Abbildungen. 

51. 

Wenn lo^ einen positiven, lo, einen positiv imaginären Werth hat (vergl. 
die Formeln und Bezeichnungen des Art. 45) und f, t zwei veränderliche 
Grössen bezeichnen, welche einschliesslich beider Grenzen alle positiven zwi- 
schen und 1 liegenden Werthe annehmen können, so entspricht bei der geo- 
metrischen Darstellung der Gesammtheit aller Werthe 

U = «a>j + ^'o),, (0<«<i, o^f <i) 

die Fläche eines Rechtecks. 

Wird die Veränderlichkeit der Grosse u auf die Begrenzung dieses 
Rechtecks beschränkt, so nimmt die Function p{u\u>^jiD^) = pu alle reellen 
Werthe und zwar jeden derselben nur einmal an. 

Für die Werthe des Argumentes u 

«CO,, (t = 0...1) ; cDj + <'a)„ (r = 0...1); «ü), + a)„ («=1...0); «'o),, (f=1...0) 

liegen die Werthe der Function pu beziehlich in den Intervallen 

und zwar sind die zugehörenden Werthe der Ableitung pu beziehlich 

negativ ; positiv imaginär ; positiv ; negativ imaginär. 

Die Function pu nimmt alle complexen Werthe mit negativ oder 
positiv imaginärem Theile und jeden dieser Werthe einmal an, wenn dem 
Argumente u alle dem Gebiete 

u = «<o, + f«D, oder u = «o),— «'cd, (0<«<:1, 0<:*'<:l) 

angehörenden Werthe beigelegt werden. 

Bei der geometrischen Darstellung der Werthe der Function pu ent- 
sprechen demnach den einblättrigen Flächen der beiden Rechtecke 

U = tto^±fiOj,, (0<t^l, 0<f^l) 

die einblättrigen Flächen von zwei Halbebenen, deren gemeinschafthche 
Begrenzung von der Axe des Reellen gebildet wird. Auf die Fläche jeder von 
diesen beiden Halbebenen wird die Fläche je eines der beiden Rechtecke in der 
Art zusammenhängend und in den kleinsten Theilen ähnlich abgebildet, dass 
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die Punkte beider Flächen einander gegenseitig in eindeutiger Weise ent- 
sprechen. 

Den Mittellinien beider Rechtecke i* = ^o), ±70),, u = |a)j±^'a), ent- 
sprechen hierbei in der Ebene , deren Punkte die Werthe der complexen Grosse 
pu geometrisch darstellen , vier Halbkreise, welche sich zu zwei Kreisen er- 
gänzen. 

a 

Der eine dieser beiden Kreise hat den Mittelpunkt e^ und den Radius 

VC^i— ^8)(ßi—«a)j der andere hat den Mittelpunkt e^ und den Radius V(V--^J(V-Ö • 
Die Punkte 

sind beiden Kreisen gemeinsam. 
Durch die Function 



v 



V/e,-e, + 2^6,-6, j^u-Cj + iVl^i-öJK-«,) 



wird die conforme Abbildung der einblättrigen Fläche des Rechtecks 

auf die einblättrige Fläche eines Kreises mit dem Radius 1 vermittelt. Dem 
Mittelpunkte des Rechtecks entspricht der Mittelpunkt, jeder der beiden Mittel- 
linien des Rechtecks entspricht ein Durchmesser des Kreises. Den Ecken des 
Rechtecks entsprechen die vier Punkte 

+ Vg2--gtHF^Vgi-^i 

Wenn dem Argumente u alle dem Gebiete 

tt = ±tm^±fio^ (0<t5l, o<f <i) 

angehörenden Werthe beigelegt werden, so ist der absolute Betrag der Function 
V^K— ^8)(^i— «2)7=^— kleiner als 1, gleich 1, grösser als 1, 

jenachdem der Werth von t kleiner als ^, gleich -J-, grösser als -J- ist. 
Unter derselben Voraussetzung ist der absolute Betrag der Function 

V'iv-^JK--^ 7=^ kleiner als 1, gleich 1, grösser als 1, 

jenachdem der Werth von t' kleiner als ^, gleich 4-, grösser als 4- ist. 

10* 
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Von den vier Grössen w, -^ , ^ , -^ haben innerhalb des Gebietes 

' öjU 6,u 5,M 

u = ±tii}^±fm^ (0<«<l, 0<t'<l) 

die reellen Theile einerseits und die reellen Factoren der imaginären Theile 
andererseits dasselbe Vorzeichen. Für dieselben Werthe des Argumentes u ist 
der reelle Theil jedes der sechs Quotienten -^(a,v — 1,2,3) von Null verschieden 
und positiv. 

Der imaginäre Theil des Quotienten -^ hat innerhalb des Gebietes 

• w = <a), + fa), (0<:<<:1, 0<:f<:l) 

positiv oder negativ imaginäre Werthe, jenachdem (i grösser oder kleiner als v ist 
Wird die Grösse - — mit v , die Grösse — mit x bezeichnet , so haben 

innerhalb des Gebietes 

u = tm^±fu}^ (0<:t<i, 0<f <:i) 

die reellen Theile der Functionen ^„(^Jt), ^j(v|t), ^,(v|t), ^(v|t) positive 
Werthe. 

Innerhalb des Gebietes 

M = fcüj + ^'o), (0<«<:1, 0<:f<:l) 

sind die imaginären Theile der Functionen ^^(v|t) und ^j(v|t) positiv imaginär, 
die imaginären Theile der Functionen ^(t?|T) und ^(t?|T) negativ imaginär. 
Innerhalb des Gebietes 

sind die imaginären Theile der Functionen ^(t?|T) und ^j(t;|T) negativ imaginär, 
die imaginären Theile der Functionen ^,(v|t) und ^(t?|T) positiv imaginär. 
Beispielsweise ergibt sich hieraus, dass die Function 

wenn dem natürlichen Logarithmus sein Hauptwerth beigelegt wird, innerhalb 
des Gebietes (0<:t<:i, o<f<ci) eine reelle stetige Function der beiden Ar- 
gumente ^, t' ist, welche für <' = den Werth Null hat. 

52. 
Wenn o)^= to^ + ü)^ einen reellen positiven , co^ = ü)^— ü)^ einen positiv 
imaginären Werth hat (vergl. die Formeln und Bezeichnungen des Art. 46) und 
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tj { zwei veränderliche Grössen bezeichnen, welche einschliesslich beider Grenzen 
alle positiven zwischen und 1 liegenden Werthe annehmen können, so ent- 
spricht bei der geometrischen Darstellung der Gesammtheit aller Werthe 

die Fläche eines Rechtecks. Längs der Begrenzung dieses Rechtecks nimmt 
die Function ^(w|cOj, w),) = ^m alle reellen Werthe und zwar in Folge der 
Gleichung ^(co^ + w) = f? («>,—«*') jeden derselben zweimal an. 
Für die Werthe des Argumentes u 

liegen die Werthe der Function jpu beziehlich in den Intervallen 

und zwar sind die zugehörenden Werthe der Ableitung pu beziehlich 

negativ ; positiv imaginär ; positiv ; negativ imaginär. 

Die Function pu nimmt alle complexen Werthe mit negativ imaginärem 
Theile und mit Ausnahme des Werthes ^co^ = e^ jeden dieser Werthe zweimal 
an , wenn dem Argumente u alle dem Gebiete 

tt = ^(üj+^X (0<«<i, o<:t'<i) 

angehörenden Werthe beigelegt werden. 

Die Function jpu nimmt alle complexen Werthe mit positiv imaginärem 
Theile und mit Ausnahme des Werthes pta^ = e^ jeden dieser Werthe zweimal 
an, wenn dem Argumente u alle dem Gebiete 

angehörenden Werthe beigelegt werden. 

Bei der geometrischen Darstellung der Werthe der Function pu entspricht 
der einblättrigen Fläche jedes der beiden Rechtecke 

je eine zweiblättrige aus zwei Halbebenen gebildete Fläche. Die Begrenzung 
jeder von diesen beiden Halbebenen wird in beiden Fällen von der Axe des 
Reellen gebildet; in dem ersten Falle ist der Punkt e^^ in dem zweiten der Punkt 
e^ ein Windungspunkt erster Ordnung im Inneren der betrachteten zweiblättri- 
gen Fläche. Den Mittellinien beider Rechtecke w = ^cOj±|co^, w = -J- co^ ± i'o)^ 
entsprechen in der Ebene , deren Punkte die Werthe der Function pu geometrisch 
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darstellen, vier Bogen desselben Kreises, dessen Mittelpunkt e^ und dessen Radius 
gleich VK— ^i)(^8""^i) ^s*- l^ieser Kreis enthält die beiden Punkte e^ und e^. 

Durch die Function v^{e,— e,) (€3—0,) ^r— wird die conforme Abbildung der 
einblättrigen Fläche des Rechtecks 

auf die einblättrige Fläche eines Kreises mit dem Radius 1 vermittelt. Dem 
Mittelpunkte des Rechtecks entspricht der Mittelpunkt , jeder der beiden Mittel- 
linien des Rechtecks entspricht ein Durchmesser des Kreises. Den Ecken des 
Rechtecks entsprechen die vier Punkte 

Wenn der complexen Grösse u alle dem Gebiete 

angehörenden Werthe beigelegt werden, so ist der absolute Betrag der Function 

V^(^i— ^a)(^3-"^i) 7^— kleiner als 1 , gleich 1 , grösser als 1 , 

jenachdem das Product (^— i)(^'— f) positiv, gleich Null, negativ ist. 
Von den beiden Grössen w, -^:— haben innerhalb des Gebietes 

u = ±tv}^±tW^ (0<«<:1, 0<f <:l) 

die reellen Theile einerseits und die reellen Factoren der imaginären Theile 
andererseits dasselbe Vorzeichen. 

Wenn den drei Grössen 0, co^, CO3 bei der geometrischen Darstellung die 
Ecken eines spitzwinkligen Dreiecks entsprechen, so entspricht der Ge- 
sammtheit aller Werthe 

die Fläche eines geradlinig begrenzten convexen Sechsecks mit den Ecken 
±cOj, ±0)3, ±co|, welches die Eigenschaft hat, durch seine drei Hauptdiagonalen 
in sechs congruente spitzwinklige Dreiecke getheilt zu werden. 

Entsprechen dagegen den drei Grössen 0, «o^, CO3 bei der geometrischen 
Darstellung die Ecken eines stumpfwinkligen Dreiecks, so entspricht der 
Gesammtheit aller Werthe 
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die Fläche eines geradlinig begrenzten convexen Sechsecks mit den Ecken ^co^, 
±0)^, ^^s> ^^^<^h^s durch seine drei Hauptdiagonalen in sechs congruente spitz- 
winklige Dreiecke getheilt wird. 

Für alle innerhalb des ersten beziehungsweise des zweiten Sechsecks lie- 
gende Werthe des Argumentes u hat der reelle Theil jedes der sechs Quotienten 

-?—(^,ir = 1,2,8) von Null verschiedene und zwar positive Werthe. 

Für den Fall, dass co^ = co^i ist, gilt dieselbe Behauptung für alle inner- 
halb eines Quadrates 

u = ±^a),±^'ü>; (0<t+f<l). 

liegenden Werthe des Argumentes. 

53. 

£s möge angenommen werden, dass das primitive Periodenpaar (2a>^, 2a>^) 
des Argumentes u einer Function ^ (ti | ci>^, co,] so gewählt sei, dass den Grössen 
0, co^, (o^ bei der geometrischen Darstellung die Ecken eines spitzwinkligen 
Dreiecks entsprechen. (Vergl. Art. 27.) Dann entspricht der Gesammtheit aller 
Werthe 

die Fläche eines spitzwinkligen Dreiecks. Die Grössen co^, 0)^ + 10^= co,, co^ ent- 
sprechen den Mitten der Seiten desselben. Werden diese drei Punkte durch 
drei geradlinige Strecken verbunden , so wird die Fläche des betrachteten Drei- 
ecks in vier congruente spitzwinklige Dreiecke getheilt und es entsteht auf 
diese Weise das Netz der Oberfläche eines Tetraeders, welches die Eigen- 
schaft besitzt, dass je zwei seiner Gegenkanten gleiche Länge haben. Jedem 
Punkte der Oberfläche dieses Tetraeders wird ein Werth der Function p{u \ co^, co^) 
zugeordnet und durch Vermittelung dieser Function wird die Oberfläche des 
Tetraeders auf diejenige unendliche Ebene, deren Punkte die Werthe der 
Function pu geometrisch darstellen, in der Art zusammenhängend und in den 
kleinsten Theilen ähnlich abgebildet , dass die Punkte beider Flächen einander 
gegenseitig in eindeutiger Weise entsprechen. 

Wenn das erwähnte spitzwinklige Dreieck in ein rechtwinkliges übergeht, 
so tritt an die Stelle der Oberfläche des betrachteten Tetraeders die doppelt zu 
denkende Fläche eines ebenen Rechtecks , dessen beide Blätter längs der ganzen 



i 
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Begrenzung des letzteren, eine Falte bildend, mit einander zusammenhängen. 
(Vergl. die Abhandlung: Conforme Abbildung der Oberfläche eines Tetraeders 
auf die Oberfläche einer Kugel. Journal für Mathematik, Bd. 70. S. 121— 136. 
H. A. Schwarz, Gesammelte mathematische Abhandlungen, Bd. 2. S. 84 — 101.) 

Die Fläche des geradlinig begrenzten convexen Sechsecks, dessen Ecken 
denWerthen ±a>^, ±u)^, ±(ü}^— «oj entsprechen, hat die Eigenschaft, durch die 
drei Hauptdiagonalen des Sechsecks in sechs congruente spitzwinklige Dreiecke 
getheilt zu werden. 

Für alle Werthe des Argumentes w, welche den innerhalb des erwähnten 

Sechsecks liegenden Punkten entsprechen, hat der reelle Theil jedes der sechs 

(5 w 
Quotienten --/^(/»,ir = 1,2,3) von Null verschiedene und zwar positive Werthe. 

Aus diesem Satze kann die in den Gleichungen ( 2 . ) des Art. 28 enthaltene 
Bestimmung der in den Verwandlungsformeln der S- Functionen vorkommenden 
Wurzelgrössen hergeleitet werden. 



Das Quadrat des Moduls und die absolute Invariante 
als Functionen des Periodenverhältnisses, 

54. 

Die Grrosse ft* = '_ ' = ^i:A l ist, vergl. auch die Formel (6.) des Art. 32, 

eine eindeutige analytische Function des Verhältnisses x = —^ der beiden Perio- 
den eines primitiven Periodenpaares (2cOj, 2co^). 

Diese Function möge mit 6(t) bezeichnet werden. 

Man setze t = a-]-ßij wo a und ß zwei reelle veränderliche Grössen be- 
zeichnen. Während die Grösse a alle reellen Werthe annehmen kann, ist die 
Veränderlichkeit der Grösse ß auf positive Werthe beschränkt. 

Der Gesammtheit aller Werthe 

T = a + ßi (0<a<l, P^Va(l-ö)) 

entspricht bei der geometrischen Darstellung der complexeii Grösse x die Fläche 
eines von zwei geraden Linien und einem Halbkreise begrenzten Kreisbogen- 
dreiecks r, dessen drei Winkel einzeln gleich Null sind. Eine Ecke dieses 
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Kreisbogendreiecks entspricht dem Werthe /J = +cxd, die beiden anderen ent- 
sprechen den Werthen t = und t = 1 . Wenn die Veränderlichkeit der 
Grösse t auf das Gebiet T beschränkt wird, so ist das geradlinige Dreieck, 
dessen Ecken den Werthen 0, 1, x entsprechen, ein spitzwinkliges. Dieses 
Dreieck geht in ein rechtwinkliges über, wenn t einen der Werthe 

H-/Si (/J>0) ; ßi (ß>0) ; a-\'i\Ja(l'-'a) (0<a<:l) 

annimmt, welche den der Begrenzung des Bereiches T angehörenden Punkten 
entsprechen. 

Längs der Begrenzung des Bereiches T nimmt die Function 6(t) = Ä' alle 
reellen Werthe und zwar jeden derselben nur einmal an. 

Für die Werthe der Grösse t 



1 + ßi (/J = 0..+oo) ; ßi {/J = +oo...O) ; a-\-i\Ja(l — a) (« = 0.1) 

liegen die Werthe der Function 6(t) = fc' beziehlich in den Intervallen 

— oo«-«0 ; 0«««1 ; 1 — l-oo. 

Im Inneren des Bereiches T nimmt die Function 6(t) alle complexen Werthe 
mit positiv imaginärem Theile und zwar jeden derselben nur einmal an. 

Der einblättrigen Fläche des Kreisbogendreiecks T entspricht daher bei 
der geometrischen Darstellung der Werthe der complexen Grösse 6(t) = Ä' die 
einblättrige Fläche der auf der positiven Seite der Axe des Reellen liegenden 
Halbebene, in der Art, dass die Punkte beider Flächen einander gegenseitig 
in eindeutiger Weise zugeordnet werden. 

Die Function 6(t) nimmt alle complexen Werthe mit negativ imagi- 
närem Theile und jeden derselben einmal an, wenn der Grösse x alle dem 
Gebiete 

angehörenden Werthe beigelegt werden. Diesen Werthen entspricht bei der 
geometrischen Darstellung der Werthe der complexen Grösse x die Fläche 
eines zweiten Kreisbogendreiecks, welche mit T^ bezeichnet werden möge. 
Je zwei in Bezug auf die Gerade a = symmetrisch liegenden Punkten der 
beiden Bereiche T und T^ entsprechen conjugirte complexe Werthe der Grösse 

e(T) = k\ 

Zum 0«bT»ach« dar elliptiachen Fonetionen. Zweite Aiuga.be. 1 1 
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Durch symmetrische Wiederholung in Bezug auf seine drei Seiten*) ent- 
stehen aus dem Kreisbogendreieck T ausser dem Kreisbogendreieck T^ noch 
zwei andere; durch entsprechende symmetrische Wiederholung der entstandenen 
Dreiecke und durch Fortsetzung dieses Verfahrens ergeben sich unendlich viele 
Kreisbogendreiecke, deren Flächen die ganze Halbebene /J > lückenlos und 
einfach ausfüllen. 

Jedem derjenigen Kreisbogendreiecke, welche aus dem Bereiche T durch 
eine endliche Anzahl symmetrischer Wiederholungen hergeleitet werden , ent- 
spricht bei der durch die Function 6(t) = A" vermittelten conformen Abbildung 
die auf der positiven oder die auf der negativen Seite der Axe des Reellen 
liegende Halbebene, jenachdem die Anzahl der erwähnten symmetrischen 
Wiederholungen eine grade oder ungrade ist. 

Die beiden Transformationen der Grösse t 

2 + T, T 



1 + 2t ' 

sowie alle Transformationen der Grösse t, welche aus diesen beiden durch Zu- 
sammensetzung erhalten werden, lassen die Function 6{t) = &* unverändert. 

Es ergibt sich auf diese Weise eine Transformation x -^ . ^ , in welcher 

P^ y,y, q vier beliebige, nur den Bedingungen pq — qp = 1, jp ^ 1, y £= 0, 
j?'^ 0, q^\ (mod. 2) unterworfene ganze Zahlen bezeichnen. 

Aus dem Umstände, dass die Fläche des Kreisbogendreiecks T und die 
Flächen der aus demselben auf die angegebene Weise entstehenden Kreisbogen- 
dreiecke die Halbebene /S > lückenlos und einfach ausfüllen, während die 
Function 6(t) jeden der Werthe, welche sie innerhalb des Gebietes T annimmt, 
innerhalb desselben nur an einer einzigen Stelle annimmt, ergibt sich, dass, 
falls Ä' einen von 0, 1 und oo verschiedenen Werth hat, und t^ eine Wurzel der 
Gleichung 6(t) = V bezeichnet, alle anderen Wurzeln dieser Gleichung durch 

die Formel t = ^ ^^** gegeben werden, in welcher p^ q^ p\ q' vier ganze Zahlen 

von der angegebenen Beschaffenheit bezeichnen. 

Es besteht überhaupt der Satz: Jenachdem die vier ganzen Zahlen 



*) unter der symmetrischen Wiederholung einer Figur in Bezug auf eine Kreislinie versteht 
man diejenige Figur, welche aus der betrachteten durch Verwandlung mittelst reciproker Radien hervor- 
geht, falls der Mittelpunkt jener Kreislinie zum Transformationsmittelpunkt und das Quadrat des Radius 
dieser Kreislinie zur Transformationspotenz gewählt wird. 
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Py ?) P\ 4 ausser der Bedingung 'pq — q'p = 1 mit Bezug auf die Tabelle (5.) des 
Art. 33 den Bedingungen des Falles 

I, n, m, IV, V, VI 

genügen, ist der Werth von Q( ^ , , j gleich 

'^y'h 0(t)-1 ' e(T) ' 1-Ö(t)' Ö{t) ' ^ ^' 

« 

Jede dieser Grossen ist gleich einem der sechs Werthe des durch die vier 
Grössen c», e^^ e^^ e^ bei beliebiger Anordnung derselben bestimmten Doppel- 
verhältnisses. 



55. 

Durch die Transformation t|| — geht das Gebiet Tin das Gebiet T^ über, 

indem den Ecken +oot, 0, 1 des Gebietes T beziehlich die Ecken 0, H-ooi, —1 
des Gebietes T^ zugeordnet werden ; der Werth t = t entspricht bei dieser Trans- 
formation sich selbst. 

Bei den Transformationen xll-r — und tll-^^^^- entspricht das Gebiet T sich 



1— T 

selbst, indem den Ecken +oot, 0, 1 desselben die Ecken 0, 1, H-ooi, beziehungs- 
weise 1, +cx)t, zugeordnet werden. Bei diesen beiden Transformationen bleibt 
der Werth x = -^{1 + Vsi) ungeändert. 

Das Gebiet T wird durch die Gerade a = ^ und durch die beiden mit dem 
Radius 1 um die Punkte t = und x = 1 als Mittelpunkte beschriebenen Kreis- 
linien in sechs Kreisbogendreiecke mit den Winkeln 0, 4^ir, ^ic getheilt. Dieser 
Theilung des Gebietes T entspricht bei der durch die Function 6(t) = &' ver- 
mittelten conformen Abbildung desselben auf eine Halbebene eine Theilung der 
letzteren in sechs Kreisbogendreiecke mit den Winkeln j^ic, -f ic, J ir. Die im 
Inneren der Halbebene liegenden Begrenzungslinien dieser Dreiecke werden ge- 
bildet von der durch den Punkt Ä"= 4- hindurchgehenden, auf der Begrenzung 
der Halbebene senkrechten Geraden und von den beiden um die Punkte Ä' = 
und Ä' = 1 als Mittelpunkte mit dem Radius 1 beschriebenen Kreisen. 

Wird das Gebiet T^ und die demselben entsprechende auf der negativen 
Seite der Axe des Reellen liegende Halbebene in entsprechender Weise getheilt, 

11* 
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80 ergibt sich eine Theilung der Ebene, deren Punkte die Werthe der complexen 
Grösse h^ geometrisch darstellen , in zwölf Kreisbogendreiecke. 

Wenn g^ und g^ die im Art. 5(3.) erklärte Bedeutung haben, so bestehen 
die Gleichungen 

4(l-y + t7 _ 9\ [(iH-t')(2-Ä;«)(l-2Ä;')]' _ 27g; 

27 [*• (!-*•)]• ~ g\-21g\' 27[*«(1-*«)]* " 9\-'^'^9V 

Die Grösse >_ ' , , eine zu dem primitiven Periodenpaare (2cOj, 20)^) ge- 
hörende absolute Invariante, ist eine eindeutige analytische Function des 
Perioden Verhältnisses t, welche mity(T) bezeichnet werden möge. 

4 ( 1 — i* + Ä* )' 

Durch die Function ^-r,,. ._,,/., =y('^) wird eine conforme Abbildung 

der Fläche jedes der erwähnten zwölf Kreisbogendreiecke auf die Fläche einer 
Halbebene vermittelt, welche so beschaffen ist, dass die Punkte beider Flächen 
einander gegenseitig in eindeutiger Weise zugeordnet werden. 

Ueberhaupt gilt folgender Satz : 

Längs der Begrenzung des Gebietes 

nimmt die absolute Invariante ,_ * , =j{'^) *U® reellen Werthe und jeden 
derselben nur einmal an; für die Werthe des Periodenverhältnisses x 

ßi (|J = +cx)-..l) ; a + iVl-a* (« = 0..^) ; | + /Ji (/J = iv^s ...+oo) 

liegen die Werthe vony(T) beziehlich in den Intervallen 

+ 00---1 ; l-"0 ; oo. 

Die absolute Invariante j(t) nimmt alle complexen Werthe mit negativ oder 
positiv imaginärem Theile und jeden derselben nur einmal an, wenn dem 
Periodenverhältnisse t alle dem Gebiete 

angehörenden Werthe beigelegt werden. 

Alle Wurzeln der Gleichung ^(t) ==j[x^) sind gegeben durch die 
Gleichung 

T = : I 
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in welcher deii Grössen Pi q^p\ ^ alle Systeme von ganzen Zahlen beizulegen 
sind, welche der Bedingung pq — qp "= 1 genügen. 

Es folgen hier einige auf die in den Art. 54 und 55 enthaltenen Unter- 
suchungen sich beziehende Literatur angaben. 

Dedekind, üeber die Theorie der elliptischen Modulfunctionen , Journal 

für Mathematik, Band 83, Seite 265 ff. 1 877. 
F. Klein, Ueber die Transformation der elliptischen Functionen, Mathema- 
tische Annalen, Band 1 4, Seite 111 ff. 1878. 
Weierstrass, Zur Theorie der elliptischen Functionen, Sitzungsberichte 
der Königlich Preussischen Akademie der Wissenschaften zu Berlin, 
Jahrgang 1883, Seite 1 2 7 1 ff. 

Normalform der elliptischen Integrale erster, zweiter, dritter Art. 

56. 

Die zu einer elliptischen Function <p(m) gehörende Integralfunctiony9(tt)rfi* 
besteht, wie die im Art. 17 angegebene Formel zeigt, im Allgemeinen aus vier 
verschiedenartigen Bestandtheilen : 

1. einem Gliede von der Form C^-w, 

2. einem Aggregate von Gliedern von der Form — 2^C^ J^^(tt—i?^), welches 
sich nach Art. 11 (5.) durch ein Glied von der Form — (2^C^). J^(u) und 
eine elliptische Function des Argumentes u ersetzen lässt, 

3. einem Aggregate von Gliedern von der Form S^C^logS(w— t;^), welches 
sich in Folge der Gleichung 2^0^= (Art. 16 (2.)) unter Hinzunahme 
einer additiven Constante auf die Form 2*C^log - 5^**^ bringen lässt, 
wobei die Summation 2* über alle diejenigen Werthe des Index ft zu er- 
strecken ist, für welche die Grösse v^ der Null nicht congruent ist, 

4. einer elliptischen Function des Argumentes ti, welche zu demselben 
Periodenpaare (2ü}, 2a)') gehört, wie die Function <p(w). 

Hiemach ergibt sich, wenn ^^u) eine zu dem Periodenpaare (2co, 2co') ge- 
hörende elliptische Function des Argumentes u bezeichnet, aus der Formel des 
Art. 1 7 die folgende : 

(1.) /cp(u)du = Co-u-(2,C;)f (u) + 2;cr,log^Jg^ + cp,(u). 
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Entsprechend der in den Art. 48—50 gebrauchten Bezeichnungsweise 
möge mit s der Werth der zu der elliptischen Function <p{u) gehörenden Function 
pu^ mit V^ einer der beiden Werthe der Quadratwurzel aus der Grösse 
S = ^s^—g^s—g^ bezeichnet werden. 

Die Gesammtheit der Werthe , welche die als Function des Argumentes s 
betrachtete Grösse u für einen beliebigen Werth s^ der Grösse s unter der Be- 
dingung annehmen kann, dass, wenn sjs^ einen bestimmten der beiden 
Werthe der Quadratwurzel aus der Grösse S^=^ ^^\''9t^o'^9^ bezeichnet, für 
jeden dieser Werthe die Gleichung p'u = —^S^ erfüllt ist, stimmt überein mit 
der Gesammtheit aller derjenigen Werthe, welche das elliptische Integral 

-— unter der Voraussetzung annimmt, dass die Integration 

von dem Werthepaare s = s^^ sjs = ^8^ ausgehend längs irgend eines Weges 
bis zum Werthe s = oo erstreckt wird. 

Bezeichnet u^ irgend einen beliebigen dieser Werthe, so sind alle übrigen 
in der Formel u = t^^+2jjitt) + 2|jtW enthalten, in welcher den Coefficienten ja, |jt' 
alle ganzzahligen positiven und negativen Werthe einschliesslich des Werthes 
Null beizulegen sind. 

Die Perioden 2co, 2a)' des Argumentes der elliptischen Function ^{u) und 
der zu dieser Function gehörenden Function pu heissen daher auch Perioden 

des elliptischen Integrals erster Art u= f — ^. 

Wenn der Werth dieses elliptischen Integrals erster Art mit /(ä,^) be- 
zeichnet wird, so ist die Gleichung 



(2.) u = J(s,\/S) =J 



oo 



ds 



mit dem gleichzeitigen Bestehen der beiden Gleichungen 

(^•) s = pu, V^ = — p'w 

vollständig gleichbedeutend. 

Als Normalformeines elliptischen Integrals zweiter Art kann 
die Function ^(w) erklärt werden, vorausgesetzt, dass der Werth auch dieser 
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Grösse als Function des Argumentes s betrachtet wird. Es besteht nämlich die 
Gleichung 



5 



yjs 



wenn die Integrationsconstante in der auf der rechten Seite dieser Gleichung 
stehenden Integralfunction durch die Festsetzung bestimmt wird, dass die für 
hinlänglich grosse Werthe des absoluten Betrages der Grösse s geltende Ent- 
wickelung eines Zweiges dieser Integralfunction die Gestalt 

annimmt, wobei 



\/S = 2^s 



^ 1 

8 5 8 s* 



S + ^ — 7: : 7r"~T '^ 



ZU setzen ist. 



Wird der Werth dieser Integralfunction mit J\Sy>/S) bezeichnet, so er- 
gibt, wenn u irgend einen die Gleichungen (3.) dieses Art. befriedigenden Werth 
bezeichnet, der Werth der Function ^{u) einen Werth des elliptischen Integrals 
zweiter Art 

Bei Vermehrung des Argumentes u um 2co, beziehungsweise um 2a)', ändert 
sich der Werth der Function 4(w) um die Grösse 2y], beziehungsweise um die 
Grösse 2y]'. Dieselben zusammengehörenden Aenderungen der Werthe der 
Grössen u^ ^{u) können durch entsprechende gleichzeitige Aenderungen der In- 
tegrationswege für die Integrale 

herbeigeführt werden. 

Die Grössen 2y], 2y]' heissen daher auch die den Perioden 2co, 2a>' des^ 
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elliptischen Integrals erster Art 



J{s,}JS) =J'^ 



ds 



entsprechenden Perioden des elliptischen Integrals zweiter Art 

Als Normalform eines elliptischen Integrals dritter Art kann 
die aus der Function i^i!^^ durch Integration in Bezug auf die Grösse u 
hervorgehende Integralfunction 

( 6-) /i i^£ ^- = log ^^ + f («) • u + C vergl. Art. 11(5.) 

erklärt werden. 

Die von dem Argumente u unabhängige veränderliche Grösse r, welche 
Parameter des betrachteten elliptischen Integrals dritter Art genannt werden 
kann , darf weder den Werth Null , noch einen dem Werthe Null congruenten 
Werth annehmen. 

Wenn der in dem Ausdrucke für das betrachtete elliptische Integral 
dritter Art auftretenden Integrationsconstante C der Werth Null beigelegt wird , 
so erhält das constante Glied in der für die Umgebung des Werthes w = gel- 
tenden, nach Potenzen der Grösse u fortschreitenden Entwickelung mit dem 
Anfangsgliede — logw 

ebenfalls den Werth Null. Unter dieser Voraussetzung ergibt sich, wenn die 
Grössen 5, \JS die durch die Gleichungen (3.) dieses Art. festgestellte Bedeutung 
haben und die Grössen ä^, V^o durch die Gleichungen s^ = pvj ^S^ = --p'v 
bestimmt werden, als Normalform eines elliptischen Integrals dritter Art der 
Ausdruck 

/ox , 6(v-u) , (5'. V /•(«.^^), v^6^+v^ ds 

° 6u6'ü 6 ^ ' J ■ s—S ^S 

dessen Werth mit J{Sj^8;s^^^So) bezeichnet werden möge. 

Durch Vertauschung der beiden Grössen u und v ergibt sich 
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es besteht daher die Gleichung 

(9.) J{s,\IS;s,,\ß,)-^J{s,MiS,\ß) = uf (t;)-t;|(w) + (2no+l)«, 

in welcher n^ eine ganze Zahl bedeutet. 

Diesem Satze entspricht in der Legendre-Jaco bischen Theorie der 
elliptischen Integrale der Lehrsatz über die Vertauschung von Parameter und 
Argument bei elliptischen Integralen dritter Art. 

Bei Vermehrung des Argumentes u um 2a), beziehungsweise um 2u>', 
ändert sich der Werth des betrachteten elliptischen Integrals dritter Art be- 
ziehungsweise um 

(10.) -27]t; + 2a)|^(i;) + 2mzi, -2Vv + 2co'|'(t?) + 2n'7ci, 

wobei n, n zwei ganze Zahlen bedeuten, deren Bestimmung eine besondere Er- 
örterung erfordert. Diese Grössen sind daher Perioden des elliptischen 
Integrals dritter Art 

Aus dem Vorstehenden ergibt sich , dass die zu einer elliptischen Function 
tf[u) gehörende Integralfunctiony<p(u)rftt darstellbar ist durch ein Aggregat be- 
stehend aus 

1. einem elliptischen Integrale erster Art, 

2. einem elliptischen Integrale zweiter Art, 

3. einer endlichen Anzahl von elliptischen Integralen dritter Art, 

4. einer rationalen Function der Grössen s = pu und V^= —ff^'u. 



Additionstheoreme der elliptischen Integrale, 

57. 



Wenn 





«,+«. 


— «,» 




»0 — F«o . 


«. — p»l, 


X, — p«, , 


«. — P«. , 


Vo P\> 


Vi— -&\, 


Vt— -F'«t. 


y. — -p'* 



'81 



gesetzt wird und die Integralfunctionen J{x^y)^ J\x^y)^ J{^}9] ^%}!fo) ^® ^^ ^^^" 
hergehenden Art erklärte Bedeutung haben, so bestehen folgende Gleichungen : 

Zum Gebraneh« der «Uiptifelieii Fuicttoiien. Zireito Aiuga.be. 1 2 
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(1.) J(^i7yi) + J(x^jy,) = J^(^»,y»). 

(2.) J^'(^nyJ + J^'(^.,y.) = ^'(^s,y,) + ij^- 

Diese Gleichungen gelten in dem Sinne, dass, wenn den auf der linken 
Seite einer dieser Gleichungen stehenden Integralfunctionen irgend welche der 
unendlich vielen Werthe beigelegt werden , die dieselben annehmen können, 
die Summe einem der unendlich vielen Werthe gleich ist, welche die auf der 
rechten Spite derselben Gleichung stehende Function annehmen kann. 

Bestimmung der Perioden der aus elliptischen Functionen 

entspringenden Integralfunctionen. 

58. 
Unter einer Periode der aus einer beliebigen elliptischen Function (p (u) 
entspringenden Integralfunction ^'^(wjrfw ist jeder Werth zu verstehen, welchen 
das bestimmte Integral 

I (f{u)du 

u 

unter der Bedingung annehmen kann, dass die Function ^{u) für keinen Punkt 
des — im Uebrigen beliebig , aber von endlicher Länge zu wählenden — Integra- 
tionsweges unendlich gross wird. Die Grosse 2fi bezeichnet hierbei eine belie- 
bige Periode des Argumentes der Function cp(w), einschliesslich desWerthes Null. 
Wenn die Grösse 2<5 den Werth Null hat, so ist der Integrationsweg ein 
geschlossener. Es bezeichne k^ die Summe der Zahlen, welche die An- 
zahl und den Sinn der Windungen dieses geschlossenen Integrations- 
weges um die Punkte 

t^ + 2m<o + 2m'<o' (m,m'= 0,±l,±2,...±oo) 

angeben , und von denen stets nur eine endliche Anzahl von Null verschieden 
ist. Dann ist das längs des betrachteten Integrationsweges zu erstreckende 
Integral 

f(u-v^)du = 2*^7ci, 
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(p{u)du, wenn 

die Function <p(m) auf die im Art. 16 (3.) gegebene Gestalt gebracht wird, den 
Werth 

I^2k^G^T:i, (/»= 1,2,8, •..»»). 

Der Werth des Integrales i <p(u)du ist also stets bestimmbar, wenn der 

Integrationsweg insoweit gegeben ist, dass für die in Betracht kommenden 
Werthe v^ die mit k^ bezeichneten ganzen Zahlen ermittelt werden können. 

Ist 2& von Null verschieden, so möge in der Nähe des Werthes u ein 
Werth u^ so angenommen werden, dass für keinen der geraden Strecke 
(ttj---Wj + 2tü) und für keinen der geraden Strecke {u^"'U^ + 2a>) angehörenden 
Werth des Argumentes u die Function <f{u) unendlich gross wird. Der vorge- 
schriebene vom Werthe u^ zum Werthe u^ + 2& = t^^ + 2ma)+2mV führende In- 
tegrationsweg werde mit i, ein beliebiger, vom Werthe u^ zum Werthe u 
führender, keine ünendlichkeitsstelle des Argumentes der Function <p(w) ent- 
haltender Weg werde mit L' bezeichnet; L" bezeichne den Weg, welcher, 
während die Variable u den Weg L' beschreibt, von der Variablen i« + 2u> be- 
schrieben wird. 

Wenn die Variable u nach einander folgende Integrationswege beschreibt, 

erstens, den vorgeschriebenen vom Werthe u^ zum Werthe u^-\-2& füh- 
renden Weg i , 

zweitens, den vom Werthe w^+2<5 zum Werthe u^ + 2& führenden 
Wegi^ 

drittens, den vom Werthe tt,+ 2fi = tt, + 2mo>+2mV zum Werthe 
i«j+2mü) führenden geradlinigen Weg*), 

viertens, den vom Werthe u^-\-2ma} zum Werthe u^ führenden gerad- 
linigen Weg, 

fünftens, den vom Werthe u^ zum W^erthe u^ führenden Weg L\ 

so ist der aus den fünf angegebenen Theilen bestehende Integrationsweg, 
welcher, im angegebenen Sinne durchlaufen, mit L bezeichnet werden möge. 



*) Yergl. die Anmerkung auf Seite 32. 
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ein geschlossener; es besteht daher, wenn die im Vorhergehenden mit k^ 
bezeichneten ganzen Zahlen sich auf den Integrationsweg L beziehen, die 
Gleichung 

I (f(u)du = / (f(u)du-\- 1 <p(w)dftt— I (p(u)du— I tf(u)du— 1 (f{u)du = 

(Z) (X) (i") (i') 

= 5^2Ä;^(7^Tti, (/* = l,2,...m). 

Es ergibt sich also die Gleichung 

/t*,,+2ü> //•u^+2co //•«j+2a)' 

(f{u)du = m I (f{u)äu-{-m! j (f{u)du + 1^21c^Cf^Tzi. 

Wjj Wj Wj 

Unter den Grössen C^ besteht die Relation 2^C^ = o ; es können zwischen 
denselben Grössen noch andere Relationen von der Form ^^^y^C^ = bestehen^ 
in denen die Coefficienten y^ ganze Zahlen sind. Es ist stets möglich, aus den 
Grössen C^, C^, •••C^ andere Grössen ©i^®,!"'®^ durch Addition und Sub- 
traction in der Weise zusammenzusetzen, dass auch umgekehrt jede der Grössen 
C'p Cj, ••• C„ durch Addition und Subtraction aus den Grössen 6^, ••• ®^ zusam- ' 
mengesetzt werden kann , während unter den letzteren Grössen keine homogene 
lineare Gleichung mit ganzzahligen Coefficienten besteht. 
Es geht in diesem Falle der Ausdruck 

in einen Ausdruck von der Form 

2^2myl5yiti (v = 1,2,...^) 

über, wo die Coefficienten m^ ganze Zahlen sind. 
Wird nun 

<f(u)du = Sl, f <f(u)du = Si\ 26^7ci = a^, (ir = 1,2,...^) 

gesetzt, so ergibt sich 

(8.) I <f{u)du = mSl-\-m'Sl' + l^m^Sl^j (y = 1,2,...^). 
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Da es nun, wenn die Wahl der Grösse 2Ä=2ma)+2mV keiner Be- 
schränkung unterliegt, stets möglich ist, solche Integrationswege anzugeben, 
für welche eine beliebige der Zahlen m, m', m^, m^, •••m den Werth 1, alle 
übrigen aber den Werth erhalten, so bilden die Grössen i2, Sl\ ß^^ ß^^ ••• ß 
ein System primitiver Perioden derFunction J*9(t*)rfw, aus denen sich alle ande- 
ren Perioden dieser Function durch Addition und Subtraction zusammensetzen 
lassen. 

Zum Zwecke der Darstellung der Function ^{u) in der im Art. 16 (3.) 
angegebenen Form können die Grössen v^ so gewählt werden, dass jede der- 
selben innerhalb des durch die Werthe t*^, w^+ 2ü), w^-f2co + 2tt)', iij+2co' be- 
stimmten Periodenparallelogramms 



M = W,+ 2^«> + 2fco' (0<:t<:l, 0<:«'<:1) 

liegt. 

Wird die veränderliche Grösse v gleichfalls der Beschränkung unter- 
worfen, innerhalb dieses Periodenparallelogramms zu liegen, so ergeben sich 
die Gleichungen 

U f («-t;)d« = -2,, ^J %(u-v)du = -2r{ 

und , wenn v\ v" ebenfalls dem Inneren des erwähnten Periodenparallelogramms 
angehören, 

|(w-t;")~|(tt-t;')Uu = -2T](t;"-t;'), 

[|(u-e")-|(«-«')]d« = -2V(t/'-t;'). 






Da der Gleichung (1.) des Art. 56 in Folge der Relation 2^C^=0 die 
Form 



du 



(5.) <p(«) = C, + 2^q,[f (u-V-f («-t;')]-(^C;)A|(«) + 

gegeben werden kann, so ergeben sich aus den Gleichungen (4.) für die Pe- 
rioden iß, ß' folgende Ausdrücke : 

(6.) ß = 2Coco-2(s^c5,v^+5;,c;)>i, ß'= 2cx-2(2^q,tv+^c;)v. 
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Art. 59. 



Durch die Gleichungen (1 — 6.) ist die Aufgabe der Bestimmung der Pe- 
rioden der aus der elliptischen Function ^(w) entspringenden Integralfunction 
J<f {u) du in allgemeinster Weise gelöst* 

59. 

Diese allgemeine Bestimmung der Perioden soll jetzt für die Normalform 
des elliptischen Integrals dritter Art specialisirt werden. 

Die Grösse v möge, wenn a, ß zwei reelle Grössen bezeichnen, auf die 
Form 2au> + 2/3u>' gebracht werden; mit a^, ß^ mögen diejenigen ganzen Zahlen 
bezeichnet werden, für welche die Differenzen a—a^^ß—ß^ nicht negativ und 
kleiner als 1 sind. 

Unter dieser Voraussetzung bestehen, wenn e, e' positive Grössen von 
angemessener Kleinheit bezeichnen, folgende aus den im vorhergehenden 
Art. entwickelten allgemeinen Formeln durch Specialisirung sich ergebende 
Gleichungen : 



//•S ttl -r 20J / I 

^'•^ L ^^^^"^ = -2r,t;+2o.|(«) + 2(^,+.l)i:«, 



wenn ß—ß^> 
und 0<:e'<:2(/J-/3J, 

wenn a — a^>0 
und 0<:e<: 2(a — a^), 



//•-eü)+2<o _, 



<'•)/", T7iz0* = -2>i<' + 2»f(f) + 2/I.«, wenn 0<:.-<:2-2(^-A), 



«iSlf '^•* = -2Ve + 2«.'f (t;)-2a,«i, wenn 0<e<:2-2(a-a,). 



Das Bestehen der Gleichung (1.), beziehungsweise der Gleichung (2.), ist 
an die Bedingung geknüpft, dass/3— /3^, beziehungsweise «— a^, einen von Null 
verschiedenen Werth hat; ist hingegen /S— /J^= 0, beziehungsweise a— «^ = 0, 
so bestehen die Gleichungen : 



Xie'<o'+2co t _i_ f 
^T^^"* = -2.1« +2«,f (r) + 2i3.^i, 



±tu> + 2<o' 



XXCUl -1-210 ^ ,^, , _, ^, 

^ p«+pr ^^ = - 2V» + 2o>'-^ («) - 2a,it», 



wenn /3 = /J,, < e' < 2, 



wenn «=:«,, < e < 2. 
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60. 

Zur Bestimmung der Werthe , welche die Integrale 

annehmen, wenn die Integrationen der getroifenen Festsetzung zufolge auf 
directem Wege ausgeführt werden, kann folgende, von den in den beiden vor- 
hergehenden Artikeln enthaltenen Untersuchungen unabhängige Schlussweise 
dienen. 

Aus Art. 11 (3.) ergibt sich die Formel 

(1.) r^^'-du = log-^-tü) 2«^'(«). 

Die Grösse v möge, wenn a, ß zwei reelle Grössen bezeichnen, auf die 
Form 2att) + 2/3co' gebracht werden; mit a^, ß^ mögen diejenigen ganzen Zahlen 
bezeichnet werden, für welche die Grössen u—a^^ß—ß^ nicht negativ und kleiner 
als 1 sind. 

Damit das erste , beziehungsweise das zweite der beiden zu Anfang dieses 
Art. betrachteten Integrale eine bestimmte Bedeutung habe, darf die Grösse 
ß—ß^j beziehungsweise die Grösse cc—a^ nicht gleich Null sein. 

Aus Gleichung ( 1 .) ergeben sich die Ausdrücke 



(^•) l^J^^"* = 2r,t;-2a>f (t;) + n7ri, jf -^^--du = 2^1- 2<o'f (t;) + n'iri, 

WO n, n ungrade ganze Zahlen bezeichnen. 

Wenn die Grösse v von dem Werthe 2au) + 2ßm ausgehend auf directem 
Wege in den Werth (2a^+ 1) co+ (2/J^ + 1)ü>' übergeht, so können sich die Werthe 
der beiden bestimmten Integrale und die Werthe der Ausdrücke 

2r,t;-2«>f(t;), 2Vt;-2«)'f (v) 

nicht anders als stetig ändern ; bei diesem Uebergange behalten daher die beiden 
ganzen Zahlen n, n ihre Werthe unverändert bei. Wenn aber der Grösse v der 
Werth (2aj^+l)tt) + (2/J^ + l)tt)' beigelegt wird, so nehmen die beiden bestimmten 



61. 

Es kommt mitunter vor, dass eine elliptische Function ^(tt), zu welcher 
die Integralfunction bestimmt werden soll, als Quotient zweier ganzen homo- 
genen Functionen desselben Grades der vier S-Functionen Su, S^^u, S^^w, S^u, 

^^^' ~ ö,(Qu,S,M,6,u,6,u)' 

gegeben ist. 

Für jede solche Function ist mindestens eins der fünf Periodenpaare 

(2cD,2a>'), (4tü,2a)'), (2cd,4(o'), (4a) , 2a) + 2a)') , (4a), 4a)') 

ein Periodenpaar des Argumentes. 

Mit (2tt>, 2tt>') möge irgend ein bestimmtes Periodenpaar des Argumentes 
der Function 9 {u) bezeichnet werden. 

Wird nun die den Untersuchungen des Art. 56 und des Art. 58 zu Grunde 
gelegte Function S(w|tt), w) durch die Function S(ii|ä, ä') ersetzt, so kann die 
Function <f{u) auf die im Art 58 (5.) angegebene Form gebracht werden und es 
ergeben sich dann die Perioden der aus der Function y(u) entspringenden Inte- 
gralfunction J<f{u)du aus den in demselben Art. entwickelten Gleichungen. 
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Integrale den Werth , die Ausdrücke 

27it;-2a)f(t;), 2r;t;-2a)'f (t;) 

beziehlich die Werthe (2/J^+l)7ci, -■(2a^+l)7ct an, es ergeben sich 

also für die ganzen Zahlen n, n die Werthe 

<8.) n = ~(2/5, + l), n'=2a,+ l. 

Unter Zugrundelegung der speciellen Voraussetzungen, dass ^^ = ist, 
beziehungsweise dass ^^^^ = ist , ergeben sich folgende specielle Gleichungen : 

(4.) / _JI^JL_dM = 2Tjt;-2a)|'(t;) — ict, 1; = 2aü) + 2/3a)', («beüebig, </?<!), i 

' ^^ du = 2T/t; — 2a)'-|'(i;) + 7ct, v = 2aa) + 2/Ja)', (0 <«<:!, /Jbeüebig). 
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